Optymalizacja nieliniowa

CzeSC II. Optima funkcji wielu zmiennych bez ograniczen
e Metody gradientowe

e Metody bezgradientowe (bezpoSrednich poszukiwan)



WPROWADZENIE

Zadania optymalizacji to najczesSciej zagadnienia wielowymiarowe,
w ktorych funkcje celu sg funkcjami wielu zmiennych, tzn.

f R" = R.

Metody optymalizacji wielowymiarowej mozna podzieliC na me-
tody gradientowe i metody bezgradientowe.

Metody bezgradientowe wykorzystujg jedynie informacje o war-
tosci funkcji celu. Niektdore z nich do swojego dziatania nie po-
trzebujg nawet zatozenia O ciggtosci.

Metody gradientowe potrzebujga natomiast zatozenia nie tylko
O ciggtosci, ale i o roézniczkowalnosci funkcji celu w catej prze-
strzeni R™.



METODY GRADIENTOWE

Metody gradientowe w swoim dziataniu wykorzystujg informacje
O gradiencie i hesjanie funkcji celu oraz o wielkoSciach z nimi

Zwigzanych.

Przypomnienie. Gradientem funkcji f : R — R w punkcie X =
(z1,2xo,...,2n) NAazywamy wektor pochodnych czgstkowych wzgle-
dem kazdej zmiennej, tzn.
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Gradient Vf(X) wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funk-
cji. Natomiast wektor —V f(x) wskazuje kierunek najwiekszego
spadku analizowanej funkcji i jest to wtasnoSC wykorzystywana
przez wszystkie algorytmy gradientowe.

DtugoSC wektora gradientu w punkcie X jest miarg nachylenia

(stromosci) wykresu funkcji f (okresSla szybkoS¢ wzrostu wartosci
w danym Kkierunku).



Ogolny algorytm metod gradientowych

Niech dana bedzie rozniczkowalna funkcja celu f : R™ — R, ktorej
Mminimum poszukujemy.

WiekszoSC metod gradientowych wykorzystuje ten sam schemat
dziatania, mianowicie dla danego punktu x{¥) (przyblizenia szu-
kanego minimum uzyskanego w i-tej iteracji) wyznaczamy

- kierunek dalszych poszukiwan d(®,

- dtugosC kroku h(i), ktory nalezy wykonaC zgodnie ze znalezio-
nym wczesniej kierunkiem.

Pozwala to wyznaczyC kolejne przyblizenie szukanego minimum
Za poOMmocCcg wWzoru:

xUt1) — x(@) 4 () q@),

Powyzszy schemat jest powtarzany az do uzyskania zadanej do-
ktadnosSci (warunku stopu).



Ze wzgledu na sposob doboru kroku, metody optymalizacji dzieli
sie na statokrokowe (dtugosS¢ kroku stata w kazdej iteracji) i zmien-
nokrokowe (dtugoS¢ kroku optymalizowana w kazdej iteracji).

Optymalizacja dtugosci kroku odbywa sie na zasadzie minima-
lizacji wartosci funkcji celu wzdtuz kierunku poszukiwan, tzn.
minimalizacji funkcji

g(a) = fF(x 4+ ad®).
Dla wyznaczonego minimum o™ przyjmujemy wowczas

R = o*.



Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja g jest funkcja jednej zmiennej.
Oznacza to, ze minimalizacje funkcji celu wzdtuz kierunku poszu-
kiwan mozemy wykonac€ za pomoca jednej z metod optymalizacji

jednowymiarowej.

Uwaga. Metody gradientowe sg zazwyczaj szybciej zbiezne niz
metody bezgradientowe. Jednakze w sytuacjach, w ktorych brak
jest opisu analitycznego funkcji i gradient musi byC obliczany nu-
merycznie, bardziej efektywne moze okazac sie stosowanie metod

bezgradientowych.



Metoda Cauchy’ego najwiekszego spadku

Niech dana bedzie ré6zniczkowalna funkcja celu f : R™ — R, ktore]
Mminimum poszukujemy.

Metoda Cauchy’'ego jest najprostszg metodg optymalizacji wie-
lowymiarowej wykorzystujaca informacje o gradiencie. Algorytm
tej metody wynika wprost z witasnosci gradientu mowiagcej, ze
wektor —V f(X) wyznacza kierunek, w ktdrym wartosci funkcji f
malejg najszybciej.

W metodzie najwiekszego spadku wektor kierunku, w i-tej itera-
Cji,wyznaczamy ze wzoru:

d) = —v(x®).



Zgodnie z ogdolnym algorytmem metod gradientowych, cigg ko-
lejnych przyblizen szukanego minimum wyznaczamy ze wzoru

x(i+1) = x(0) _ h(i)Vf(x(i)), 1=20,1,2,...

Y

gdzie x(0) jest wybranym punktem startowym (pierwszym przy-
blizeniem).

DtugoSC kroku h(D) moze by optymalizowana w kazdej iteracji
(metoda zmiennokrokowa) lub moze by¢ stata w kazdej (metoda
statokrokowa).



Uwaga. Metoda statokrokowa, nazywana rowniez metoda gra-
dientu prostego, jest prostszg wersjg metody Cauchy’'ego. Moze
ona jednak nie byC zbiezna, gdyz wykonywanie krokow o statej
dtugosci nie zawsze przynosi spadek wartosci funkcji celu w Kko-
lejnych iteracjach.

Na korzySC metody gradientu prostego przemawia fakt, ze usta-
lona z gory dtugosSC kroku, powoduje, ze nie musimy wykonywac
dodatkowych obliczen zwigzanych z poszukiwaniem minimum na
Kierunku.

Uwaga. Metoda Cauchy'ego zmiennokrokowa jest zazwyczaj
szybciej zbiezna.



Uwaga. Wektory Kierunkowe d(®) wyznaczane w kolejnych ite-
racjach zmiennokrokowej metody Cauchy’'ego sg wzajemnie pro-
stopadte. Mianowicie, jezeli przyjmiemy oznaczenie

g(a) = fF(xD + ad®),
to wowczas

n (2) (2)
g/(Oé) — Z af(x a_l_ Oéd )
Lj

J=1
Po zoptymalizowaniu dtugosci kroku mozemy napisac, ze

g' (W) =0

i = (Vi(xD + ad®),d®).

oraz
VF(xD + pOdD)y = v r(x(+tD)y = _gli+1),
Co ostatecznie prowadzi do <d(i+1),d(i)> = 0.
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Uwaga. Statokrokowa metoda najwiekszego spadku moze bycC
uzyta do optymalizacji funkcji jednej zmiennej.

Zaletg tej metody jest to, ze nie musimy ustalaC wstepnego
przedziatu poszukiwan.

Wadga natomiast to, ze nie mamy wptywu na potozenie kolejnych
przyblizen i w zwigzku z tym nie mozemy ustali€ z gory potrzeb-
nej liczby iteracji (dtugos¢ wektora hd moze byC duza, nawet gdy
samo h jest mate).
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Metoda Newtona

Schemat dziatania metody Newtona jest podobny jak w meto-
dzie najwiekszego spadku, z tym ze poszukiwania prowadzone sg
w innym kierunku. Wektor kierunkowy w -tej iteracji obliczamy
wed{fug wzoru:

d¥ = —H 7 (xD)v ),

gdzie H(Xx) oznacza macierz Hessego (hesjan) funkcji celu f
W punkcie X.

Z okreSlenia wektora kierunku wynika, ze aby mozna byto sto-
sowaC tg metode hesjan musi byC okreSlony w kazdym punkcie.
Co oznacza, ze muszg istnieC wszystkie pochodne czgstkowe dru-
giego rzedu w kazdym punkcie.
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Przypomnienie. Hesjanem (macierzg Hessego) funkcji f : R®" — R
w punkcie X = (x1,xo,...,Tn) NAZYyWwamMy macierz drugich po-
chodnych (jezeli istniejg) funkcji f w punkcie X, tzn.

82f(x) 02f(x) 82 f (x)
8:1:% 0xr10xo 0xr10xn
82f(x) 02f(x) 82 f(x)
H(X) O0xro0x1 8:1:% O0xro0xn
82f(x) 92f(x) 82 f(x)
| OxpOxr1 Oxpdxo Ox2 |
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Uwaga. We wzorze na wektor kierunkowy H~1(x) oznacza ma-
cierz odwrotng hesjanu. Metoda dziata poprawnie, gdy jesteSmy
w stanie obliczy¢ H-1(x(1)). A to ma miejsce wtedy, gdy hesjan
jest macierza nieosobliwg w kazdym z punktow x (%)

Uwaga. Metoda Newtona nie bedzie dziataC poprawnie, jezeli

- hesjan H(x(?)) jest macierza nieodwracalna,

- gradient Vf(x(9)) = 0.

Obydwa warunki oznaczaja, ze kierunku poszukiwan dla :-tej ite-
racji nie da sie ustalicC.

Uwaga. Metoda Newtona jest metodg statokrokowa z krokiem
h = 1. Istnieje mozliwoSC optymalizacji dtugosci kroku w kazdej
iteracji, w wyzej opisany sposob - procedura nosi wtedy nazwe
metody Newtona-Raphsona.
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Metody gradientdow sprzezonych

Metody gradientdow sprzezonych narodzity sie jako antidotum na
podstawowa wade metod Cauchy’ego i Newtona. Mianowicie
obie te metody w i-tej iteracji, minimalizuja funkcje f w kierunku
d(9) a w kolejnej iteracji w kierunku d(it1)  nie zachowujac jednak
optymalnosci wzgledem poprzedniego kierunku. Metody gradien-
tow sprzezonych, optymalizujgac funkcje celu w kierunku d(+1)
biorg pod uwage optymalnos¢ wzgledem poprzedniego kierunku.
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W metodach gradientow sprzezonych Kkierunki poszukiwan wy-
znacza sie wedtug zasady:

d? = —vrxx?),
di+D) = v r(x(+Dy 4 gG+D)q@) - gdzie
- W metodzie Fletchera-Reevesa:
gl = VSTV D) (v (XD 12)2.
VxO)TV f(x@) (IVFxD)[2)2
- W metodzie Polaka-Ribiere’a:
VFxEINT (vi(xHD) — vr(x®))
VFx)TV f(x(@D)
- W metodzie Hestenesa-Stiefela:.
VIUED)T (v (xUHD) — v f(xD))

(d(i))T (VF(xG+D) = v f(x@))

B(H_l) —

B(i-l-l) —
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Metody quasi-newtonowskie

W metodzie Newtona wektor kierunku obliczany jest w kazdym
kroku jako iloczyn odwrotnosSci hesjanu przez gradient. W za-
stosowaniach praktycznych obliczanie odwrotnoSci macierzy Hes-
sego moze byC skomplikowane i pracochtonne.

W metodach quasi-newtonowskich odwrotnoSC hesjanu jest za-
stgpiona jego pewng aproksymacja. Wektor kierunku optymali-
zacji dany jest wzorem:

d(®) — —V(H'l)Vf(X(i)),

gdzie v (@) jest symetryczng i dodatnio okreSlong macierzg kwa-
dratowa przyblizajacg odwrotnosSC hesjanu funkcji celu f, tzn.
vit+l) o g—1(x()). R6znice miedzy metodami polegaja na od-
miennym sposobie wyznaczania macierzy 1403
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Przypomnienie. Macierz kwadratowa A nazywamy symetryczng,
gdy zachodzi AT = A.

Macierz kwadratowg A nazywamy dodatnio (ujemnie) okresSlong,
jezeli dla kazdego wektora x #= 0 zachodzi x!' Ax > 0 (x! Ax < 0).
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Definicja. Niech dana bedzie macierz kwadratowa stopnia n

Wyznacznikami Sylvestera dla macierzy A nazywamy liczby A+, ...

gdzie

dla:=1,2,...,n.

aji
A= |

anl

Ai — det

aiil

ain

ann
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Twierdzenie Sylvestera. Niech bedzie macierz kwadratowa A
stopnia n oraz niech Aq,...A, beda jej wyznacznikami Sylve-
stera. Zachodzg nastepujace warunki:

- macierz A jest dodatnio okreSlona wtedy i tylko wtedy, gdy

A;>0dlai=1,2,...,n]

- macierz A jest ujemnie okreSlona wtedy i tylko wtedy, gdy

(-1)'A; >0dlai=1,2,...,n.
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Metoda Davidona-Fletchera-Powella (DFP)
W metodzie Davidona-Fletchera-Powella macierz V wyznaczamy
rekurencyjnie przyjmujac:
v =,
gdzie I oznacza macierz jednostkowg, a nastepnie
v+l — (@) 4 40 4 @)
gdzie macierze A oraz B() obliczane sa nastepujaco:
@ (¢ (g (s 1)
r (r ) o VWs (s )V

A0 — ’
(r@))T s(i) (s<z'>)T v ()g(i)

przy czym
s = vix®) _ w1y p) = x@ _ xG-1),
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Uwaga. Zauwazmy, ze
P(0) — 5 (0) _ 5 (~1)

Zatem, aby rozpoczal proces iteracyjny potrzebujemy dwoch
punktow x(0) i x(=1) W praktyce przyimujemy x(—1) jako punkt
startowy, a punkt x(0) otrzymujemy wykonujac jeden krok innej
metody, np. najwiekszego spadku.

Uwaga. Proces iteracyjny mozemy rozpoczaC od macierzy 7 (0)

innej niz jednostkowa. Nalezy przy tym pamietal, aby przyjeta
macierz V(0) byta symetryczna i dodatnio okresSlona.
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Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS)

W metodzie Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno macierz V
wyznaczamy rekurencyjnie przyjmujac:

vO =7 v+ —y@ 4 (1 4+ cOyal® 4 p@)
gdzie macierze A, BW | D) obliczane s3 nastepujaco:
(@) (¢ @\ 1/ (0)gk)
A(’i):r (r ) | C(i): (s ) V\Ys
(ru))Ts(z') (r@)TS@

Y

r () (sm)T ROIRHONO (r@))T

(i) — _
P (rm)T s(i)

przy czym

s = vix®) _ w1y p) = x@ _ xG-1),
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Uwaga. Szczegdty dotyczace punktdow startowych i poczatkowej
macierzy V sg identyczne jak dla metody DFP.
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METODY BEZGRADIENTOWE
(bezposrednich poszukiwan)

Metody bezgradientowe poszukuja minimum funkcji celu bazu-
jac jedynie na porownywaniu jej wartosci w wybranych punktach.
Ro&znice miedzy metodami polegajga na doborze punktow w Kto-
rych testowane sg wartosci funkcji.
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Metoda Hooke’a-Jeeves’a

Metoda Hooke'a-Jeeves’'a jest jedng z najprostszych metod bez-
gradientowych optymalizacji wielowymiarowej. Kierunki poszu-
kKiwan w tej metodzie sg zgodne w wersorami uktadu wspotrzed-
nych i sg niezmienne w catym procesie poszukiwan, natomiast
dtugosci krokObw wyznaczane sg na zasadzie prostych zaleznosci.

Metoda Hooke'a-Jeeves'a nie jest typowa metoda iteracyjng,
gdyz nie da sie wskazaC momentu w ktorym konczy sie jedna
iteracja i zaczyna nastepna.

Metoda sktada sie z dwoch etapdw: probnego i roboczego. Al-
gorytm rozpoczyna dziatanie w wybranym punkcie poczatkowym
X, ktory nastepnie jest przeksztatcany w kolejnych etapach.
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Etap probny. Celem tego etapu jest zbadanie lokalnego za-
chowania sie funkcji w otoczeniu biezgcego punktu X, z ktdrego
wykonujemy krok o wybranej dtugosci s, kolejno w kazdym z Kie-
runkéw e’/ bazy kanonicznej R™, gdzie el dla j = 1,2,...,n S3
wersorami.

Celem etapu probnego jest wyznaczenie tzw. punktu bazowego
xB dla etapu roboczego. Jako poczatkowy punkt bazowy przyj-
mujemy X, tzn. xF = x.
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Dla kazdego kierunku e’, gdzie 7 =1,2,...,n prowadzimy naste-
pujace rozumowanie:

- jezeli zachodzi f(xP + se?) < f(xB) (krok pomysiny), to otrzy-
mujemy nowy punkt bazowy:

xB « xB 4+ se’:

- w przeciwnym wypadku (krok niepomySiny) sprawdzamy czy
zachodzi f(xB — se?) < f(xP). Jezeli zachodzi to otrzymujemy
nowy punkt bazowy:

xP « xB _ se’.
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Jezeli etap probny nie przynosi poprawy wartosci funkcji celu
w zadnym kierunku (wartosSci nie zmniejszajg sie), w stosunku do
wartosci w poczatkowym punkcie bazowym (tzn. punkt bazowy
pozostaje bez zmian), woéwczas zmniejszamy krok poszukiwan
s, tzn. przyjmujemy s < «as, gdzie o € (0,1). Nastepnie etap
probny jest powtarzany z nowga dfugoscia kroku.

W przypadku, gdy etap probny konczy sie znalezieniem nowego
punktu bazowego, stary punkt bazowy z poczatku etapu ozna-

czamy XZ.

Uwaga. Etap probny konczy sie, gdy poszukiwanie byto po-
mysSline w chociaz jednym z kierunkow, tzn. zostat znaleziony
nowy punkt bazowy lub na skutek skracania dtugosci kroku, jego
dtugosSC jest mniejsza niz zadana doktadnoSC obliczen.
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Etap roboczy. Etap rozpoczyna sie w biezacym punkcie bazo-
wym. Wyznaczamy kolejny punkt wedtug wzoru:

x = xP 4+ (xB —xB) = 2xP — x5,
w ktorym wykonujemy pojedynczy krok etapu probnego. W przy-
padku kroku niepomysinego nie zmniejszamy dtugosci kroku i nie
kontynuujemy, ale pozostajemy w punkcie X. Dalej postepujemy
wedtug zasady:
- jezeli punkt zwrdcony w przeprowadzonym etapie probnym
przynosi zmniejszenie wartosci funkcji celu w stosunku do war-
tosSci w ostatnim punkcie bazowym, znaleziony punkt staje sie
nowym punktem bazowym dla ktdérego ponownie wykonujemy
etap roboczy;
-jezeli punkt zwrdcony w przeprowadzonym etapie probnym nie
przynosi zmniejszenia wartosci funkcji celu w stosunku do f(x£),
wracamy do punktu bazowego dla ktorego rozpoczynamy petny
etap probny.

30



Metoda sympleksowa Neldera-Meada

Metoda sympleksowa Neldera-Meada dziata na zasadzie porow-
nywania wartosci funkcji celu jednoczeSnie w Kilku wybranych
punktach (innych dla kazdej iteracji). Wybrane punkty sg wierz-
chotkami sympleksu.

Przypomnienie. Sympleksem n-wymiarowym o n + 1 wierzchot-
kach x1,x2 ... . x"+1 nazywamy najmniejszy zbiér wypukty za-
wierajacy te punkty, przy czym zbidr {xj —xl:2<j< n} Musi
sktadacC sie z wektorow liniowo niezaleznych.

Uwaga. W przestrzeni R2 sympleksem jest dowolny trdjkat,
a w przestrzeni R3 dowolny czworoscian.
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Zgodnie z ideg metody Neldera-Meada, startowy sympleks jest
przeksztatcany za pomoca pewnych elementarnych operacji geo-
metrycznych nazywanych: odbiciem, ekspansjg, zawezeniem i re-
dukcja. W wyniku kazdej z nich ,,najgorszy’” wierzchotek sym-
pleksu (w ktorym wartosS¢ funkcji celu jest najwieksza) jest za-
stepowany przez inny -, lepszy’”. W ten sposob kolejne sympleksy,
coraz lepiej lokalizujg lokalne minimum badanej funkcji.

Procedura dziata iteracyjnie i konczy dziatanie, jezeli rOznica mie-
dzy najwieksza i najmniejszg wartoscig w wierzchotkach aktual-
nego sympleksu jest nie wieksza od przyjetej doktadnosci.
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Rozwazmy funkcje f : R™ — R unimodalng w minimum. W prze-
strzeni R"™ sympleks ma n + 1 wierzchotkéw: x1,x2 ... x*+1

Algorytm w kazdej iteracji rozpoczyna dziatanie od
1) uporzadkowania wierzchotkdéw sympleksu (aktualizacja indek-
sOéw) zgodnie ze wzrostem wartosci funkcji celu, tzn.

F(x) < £,
co oznacza, ze w x! funkcja przyjmuje najmniejszg wartosc,
a w x"T1_- najwieksza;
oraz
2) wyznaczenia Srodka ciezkosci sympleksu (z wytgczeniem naj-
gorszego wierzchotka x*t1), wedtug wzoru:

b 1o
x’==> x.
mn .

=1
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Procedura wykorzystuje trzy dodatnie parametry o, 8,y spetnia-
jace warunki: o € (0,1], 8 < 1i~v > 1, bedace wspdtczynnikami
odbicia, zawezenia i ekspansji. Standardowo i dla zapewnienia
dobrej zbieznosSci przyjmuje sice a =1, =051 ~=2.

Algorytm w kazdej iteracji stara sie poprawiC lokalizacje najgor-
szego punktu x*T1 tzn. poszukuje punktu ktéry daje mniejsza
wartoSC funkcji celu. Poszukiwanie tego punktu prowadzone jest
na prostej przechodzacej przez punkty xb i xnt1 | jest realizowane
w nastepujacych krokach:
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Krok 1. Odbicie. \Wyznaczamy punkt
X" = (1 4 a)x? — ax? 11!
bedacy odbiciem punktu x*T1 wzgledem punktu x°. Jezeli

FOX) < F(xY),

to przechodzimy do kroku 2, w przeciwnym wypadku do kroku 3.

Krok 2. Ekspansja. \WartoSC w punkcie X" jest mniejsza niz war-
toSC w najlepszym wierzchotku, co sugeruje dalsze poszukiwania
w tym kierunku. Wyznaczamy punkt

x¢ = X"+ (1 =X,
oddalony ~ razy dalej od punktu x? niz punkt x". Jezeli
f(x%) < f(x"),
to wierzchotek xn+1 zastepowany jest przez X¢, a w przeciwnym

wypadku przez X".
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Krok 3. Jezeli
FOXT) < F(xMT,

to wierzchotek xn+1 zastepowany jest przez X", a w przeciwnym
wypadku przechodzimy do kroku 4.

Krok 4. ZawezZenie. \Wyznaczamy punkt
x¢ = (1 — B)x" 11 4+ 8xb.
Jezeli
F(x9) < fx"TH),

to wierzchotek x"1T1 zastepowany jest przez x¢, a w przeciwnym
wypadku przechodzimy do kroku 5.

36



Krok 5. Redukcja. Krok ten jest wykonywany, gdy nie udato
sie znalez¢ punktu o mniejszej wartosci niz f(x*+1). W takiej
sytuacji wszystkie punkty sa przyblizane do najlepszego zgodnie
ze wzorem:

Xl (1 -B)x'+8x:, i=2,3,...,n+1.

Procedura dziata iteracyjnie powtarzajac powyzsze kroki do mo-
mentu kiedy roznica miedzy najwiekszga i najmniejszg wartoscia
W wierzchotkach sympleksu staje sie mniejsza lub rowna od za-
tfozonej doktadnosci.
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