
Caªkowanie numeryczne

Wykªad 6

• Kwadratury Newtona-Cotesa

• Wzór trapezów i wzór Simpsona

• Kwadratury zªo»one



Wst¦p

Jest znanym faktem, »e caªki wielu funkcji nie wyra»aj¡ si¦ przez

funkcje elementarne. Taka sytuacja ma miejsce dla np. dla∫
e−x

2
dx.

Dlatego nie mo»emy znale¹¢ dokªadnych warto±ci takich caªek

jak ∫ 2

0
e−x

2
dx,

∫ π
0

cos (3 cosφ)dφ,
∫ 1

0

∫ x
x2

tan (xy2)dxdy.
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Ogólnie rzecz bior¡c, w sytuacji niemo»no±ci obliczenia caªki∫ b
a
f(x)dx

zast¦pujemy funkcj¦ f inn¡, blisk¡ jej funkcj¡ g, której caªk¦

mo»na ªatwo obliczy¢. Stosujemy zatem wzór przybli»ony∫ b
a
f(x)dx ≈

∫ b
a
g(x)dx.

Tak¡ �blisk¡� funkcj¡ mo»e by¢ wielomian interpoluj¡cy funkcj¦ f

(wykªad 5 ), bo jego caªk¦ jest ªatwo obliczy¢. Podej±ciem alter-

natywnym do interpolacji mo»e by¢ zastosowanie wzoru Taylora

(wykªad 2, str.4), np.∫ 1

0
ex

2
dx ≈

∫ 1

0

n∑
k=0

1

k!
x2kdx =

n∑
k=0

1

k!

∫ 1

0
x2kdx =

n∑
k=0

1

(2k+1)k!
.
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�wiczenie 1. Stosuj¡c wzór Taylora obliczy¢ caªk¦∫ 1

0
ex

2
dx

z dokªadno±ci¡ do 10−16.
�wiczenie 2. Stosuj¡c wzór Taylora obliczy¢ caªk¦∫ 1

0
e−x

2
dx

z dokªadno±ci¡ do 10−12.
�wiczenie 3. Stosuj¡c wzór Taylora obliczy¢ caªk¦∫ 1

0
exdx

z dokªadno±ci¡ do 10−8.
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Zastosujmy teraz interpolacj¦ wielomianow¡ dla funkcji podcaª-

kowej f . W przedziale caªkowania [a, b] wybierzmy n+1 w¦zªów:

a = x0, x1, . . . , xn = b

i zastosujmy wzór interpolacyjny Lagrange'a, wtedy

p(x) =
n∑

k=0

f(xk)lk(x), gdzie lk(x) =
n∏

i=0,i 6=k

x− xi
xk − xi

.

St¡d dostajemy, »e∫ b
a
f(x)dx ≈

∫ b
a
p(x)dx =

n∑
k=0

f(xk)
∫ b
a
lk(x)dx.
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Teraz przyjmuj¡c, »e

Ak =
∫ b
a
lk(x)dx (0 6 k 6 n),

mo»emy zapisa¢ pro±ciej∫ b
a
f(x)dx ≈

n∑
k=0

Akf(xk).

Otrzymali±my typowy wzór caªkowania numerycznego, nazywany

tradycyjnie kwadratatur¡.

Je»eli w¦zªy interpolacji s¡ równomiernie rozªo»one, tzn.

xk = a+
(b− a)k

n

dla 0 6 k 6 n, to kwadratura ta nosi nazw¦ wzoru Newtona-

Cotesa.
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Wzór trapezów

Przyjmuj¡c we wzorze Newtona-Cotesa n = 1, otrzymujemy:

x0 = a i x1 = b,

a st¡d w konsekwencji

l0(x) =
b− x
b− a

, l1(x) =
x− a
b− a

.

Po scaªkowaniu tych wielomianów liniowych dostajemy

A0 =
∫ b
a
l0(x)dx =

1

2
(b− a), A1 =

∫ b
a
l1(x)dx =

1

2
(b− a),

co prowadzi do tzw. wzoru trapezów postaci∫ b
a
f(x)dx ≈

1

2
(b− a)[f(a) + f(b)].
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Przez bª¡d wzoru caªkowania numerycznego b¦dziemy rozumie¢

ró»nic¦ pomi¦dzy warto±ci¡ dokªadn¡ caªki a jej warto±ci¡ przy-

bli»on¡.

Bª¡d wzoru trapezów jest równy

−
1

12
(b− a)3f ′′(ξ),

gdzie ξ ∈ (a, b), o ile druga pochodna funkcji f jest ci¡gªa w prze-

dziale (a, b).



Wzór trapezów jest dokªadny tylko dla wielomianów stopnia co

najwy»ej pierwszego. Dla innych funkcji daje dosy¢ �grube� przy-

bli»enie. Niedogodno±¢ t¡ mo»na poprawi¢ dziel¡c przedziaª [a, b]
na n podprzedziaªów jednakowej dªugo±ci, tzn. [x0, x1], [x1, x2],
itd., gdzie xk = a + kh dla k = 0,1, . . . , n i h = b−a

n , i do ka»-

dego z tych podprzedziaªów stosuj¡c wzór trapezów. Dostajemy

wtedy tzw. zªo»ony wzór trapezów∫ b
a
f(x)dx ≈

1

2
h

f(a) + 2
n−1∑
k=1

f(a+ kh) + f(b)

 .
Co pro±ciej zapisujemy∫ b

a
f(x)dx ≈ h

n∑
k=0

′′f(a+ kh),

pami¦taj¡c o tym, »e symbol
∑ ′′ oznacza, »e pierwszy i ostatni

skªadnik tej sumy nale»y podzieli¢ przez 2.
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Je»eli druga pochodna funkcji f jest ci¡gªa w (a, b), to bª¡d tego

wzoru wynosi

−
1

12n2
(b− a)3f ′′(ξ),

gdzie ξ ∈ (a, b).
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�wiczenie 4. Stosuj¡c wzór trapezów obliczy¢ caªk¦∫ 2

1
e−x

2
dx

z dokªadno±ci¡ do 10−6.
�wiczenie 5. Stosuj¡c wzór trapezów obliczy¢ caªk¦∫ π

0
e−x sin (4x)dx

z dokªadno±ci¡ do 10−7.
�wiczenie 6. Stosuj¡c wzór trapezów obliczy¢ caªk¦∫ 1

0
exdx

z dokªadno±ci¡ do 10−8.
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Wzór Simpsona

Przyjmuj¡c we wzorze Newtona-Cotesa n = 2 i stosuj¡c inter-

polacj¦ dla w¦zªów {a, a+b2 , b} dostajemy tzw. wzór Simpsona∫ b
a
f(x)dx ≈

1

6
(b− a)

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
.

Wzór jest dokªadny dla wszystkich wielomianów stopnia co naj-

wy»ej trzeciego. Je»eli czwarta pochodna funkcji f jest ci¡gªa

w przedziale (a, b), to bª¡d tego wzoru wynosi

−
1

2880
(b− a)5f(4)(ξ),

gdzie ξ ∈ (a, b).
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Dokªadno±¢ wzoru Simpsona mo»na poprawi¢ stosuj¡c go do n

jednakowej dªugo±ci podprzedziaªów przedziaªu [a, b]. Przyjmijmy

oznaczenia

xk = a+ kh

dla k = 0,1, . . . ,2n i h = b−a
2n . Zauwa»my, »e w ka»dym podprze-

dziale znajduje si¦ po trzy w¦zªy interpolacji.
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Mamy wtedy ∫ b
a
f(x)dx =

n∑
k=1

∫ x2k
x2k−2

f(x)dx,

a st¡d po uproszczeniach dostajemy tzw. zªo»ony wzór Simpsona∫ b
a
f(x)dx ≈

1

3
h

f(x0) + 4
n∑

k=1

f(x2k−1) + 2
n−1∑
k=1

f(x2k) + f(x2n)

 .
Je»eli czwarta pochodna funkcji f jest ci¡gªa w przedziale (a, b),

to bª¡d tego wzoru wynosi

−
1

2880n4
(b− a)5f(4)(ξ),

gdzie ξ ∈ (a, b).
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�wiczenie 7. Stosuj¡c wzór Simpsona obliczy¢ caªk¦∫ 2

1
e−x

2
dx

z dokªadno±ci¡ do 10−6.
�wiczenie 8. Stosuj¡c wzór Simpsona obliczy¢ caªk¦∫ π

0
e−x sin (4x)dx

z dokªadno±ci¡ do 10−7.
�wiczenie 9. Stosuj¡c wzór Simpsona obliczy¢ caªk¦∫ 1

0
exdx

z dokªadno±ci¡ do 10−8.
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