Catkowanie numeryczne

Wyktad 6
e Kwadratury Newtona-Cotesa
e \WzOr trapezdw i wzdr Simpsona

e Kwadratury ztozone



Wstep

Jest znanym faktem, ze catki wielu funkcji nie wyrazaja sie przez
funkcje elementarne. Taka sytuacja ma miejsce dla np. dla

/e_xQd:c.

Dlatego nie mozemy znalezC doktadnych wartosSci takich catek
jak

2 2 U 1 i 2
/ e ¥ dx, / cos (3 cos ¢)do, / / tan (zy°)dxdy.
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Ogadlnie rzecz biorgc, w sytuacji niemoznosci obliczenia catki

/bf(w)d:z:

a
zastepujemy funkcje f inng, bliska jej funkcjq g, ktorej catke
mozna tatwo obliczyC. Stosujemy zatem wzor przyblizony

bf(:c)da: ~ bg(m)daz.
/ J

Taka ,,bliskg” funkcjg moze byC wielomian interpolujacy funkcje f
(wyktad 5 ), bo jego catke jest tatwo obliczy¢. PodejSciem alter-
natywnym do interpolacji moze byC zastosowanie wzoru Taylora
(wyktad 2, str.4), np.
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Cwiczenie 1. Stosujgc wzor Taylora obliczy¢ catke

1 -
/ et dx
0
z doktadnoscia do 1016,
Cwiczenie 2. Stosujac wzor Taylora obliczy¢ catke

1
/ e_xQd:E
0
z doktadnoscig do 1012,
Cwiczenie 3. Stosujgc wzor Taylora obliczy¢ catke

1
/ eldx
0]

z doktadnoscia do 108,



Kwadratury Newtona-Cotesa

Zastosujmy teraz interpolacje wielomianowa dla funkcji podcat-
kowej f. W przedziale catkowania [a, b] wybierzmy n+ 1 weztéw:

a=x9,L1,-..,Lpn =20

| zastosujmy wzor interpolacyjny Lagrange’a, wtedy

n

p(z) = Y flah(z), gdzie ()= [[ -

k=0 i=0,i%k Tk — i
Stad dostajemy, ze

/abf(x)da; ~ /abp(w)dac = 1;::0 f(xp) /ablk(:r;)d:c.




Teraz przyjmujac, ze

b
A, = / L(z)de (0 <k<n),
a

mozemy zapisacC prosciej

[ @z~ 3 Ay
. k=0

Otrzymalismy typowy wzor catkowania numerycznego, nazywany
tradycyjnie kwadratatura3.

Jezeli wezty interpolacji sg rownomiernie roztozone, tzn.
(b—a)k

n
dla O < k < n, to kwadratura ta nosi nazwe wzoru Newtona-
Cotesa.

T = a -+



Wzor trapezow

Przyjmujac we wzorze Newtona-Cotesa n = 1, otrzymujemy:
rxro=a | x1 =0,

a stad w konsekwencji

b—x T — a
o) = —>, la(w) =

—a b—a

Po scatkowaniu tych wielomiandw liniowych dostajemy

b
Ag = /ab lo(a)dz = %(b —a),  Ar= [ h@)de = %(b —a).

a

CO prowadzi do tzw. wzoru trapezow postaci

[ 5@z = S0~ )lf(@) + £



Przez btad wzoru catkowania numerycznego bedziemy rozumiel
roznice pomiedzy wartoscig doktadng catki a jej wartoscig przy-
blizona.

Btad wzoru trapezow jest rowny

1 3 pl
— 50— a)31"(©),

gdzie € € (a,b), o ile druga pochodna funkcji f jest ciggta w prze-
dziale (a,b).



Wzor trapezow jest doktadny tylko dla wielomiandw stopnia co
najwyzej pierwszego. Dla innych funkcji daje dosyC ,,grube’” przy-
blizenie. NiedogodnosS€ tg mozna poprawic€ dzielgc przedziat [a, b]
na n podprzedziatdw jednakowej dtugosci, tzn. [xqg,x1], [z1,22],
itd., gdzie 2, = a+ kh dla k = 0,1,...,n i h = =%, | do kaz-
dego z tych podprzedziatdw stosujac wzor trapezow. Dostajemy
wtedy tzw. ztozony wzor trapezow

a

[ <w>dw~h{ f(a)+2 z f(a+ kh) + £(b)) .

Co proSciej zapisujemy

/ f(z)dz ~ h Z " F(a+ k).

k=0
pamietajac o tym, ze symbol > oznacza, ze pierwszy i ostatni
sktadnik tej sumy nalezy podzieli€C przez 2.



Jezeli druga pochodna funkcji f jest ciagta w (a,b), to btad tego
WZOru wynosi
1
- 12n2

(b—a)3f"(€),
gdzie € € (a,b).



Cwiczenie 4. Stosujgc wzor trapezow obliczy¢ catke

2 2
/ e ' dx
1
z doktadnoscia do 10—°.
Cwiczenie 5. Stosujac wzor trapezow obliczy¢ catke

T
/O e”*sin (4x)dx

z doktadnoscia do 10~ .
Cwiczenie 6. Stosujgc wzor trapezow obliczy¢ catke

1
/ eldx
0

z doktadnoscia do 108,



Wzor Simpsona

Przyjmujac we wzorze Newtona-Cotesa n = 2 i stosujac inter-
polacje dla weztéw {a,"’T*‘b,b} dostajemy tzw. wzor Simpsona

[ 1@z~ 20— ) 1) +45 (“F0) + 5]

Wzor jest doktadny dla wszystkich wielomiandw stopnia CcoO naj-
wyzej trzeciego. Jezeli czwarta pochodna funkcji f jest ciggta
w przedziale (a,b), to btad tego wzoru wynosi

L \5.(4)
NI G)

gdzie € € (a,b).
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DoktadnoSC wzoru Simpsona mozna poprawiC stosujac go do n
jednakowej dtugosci podprzedziatdw przedziatu [a,b]. Przyjmijmy
Oznaczenia

xp = a + kh
dla k=0,1,...,2ni h = 62_—7,? Zauwazmy, ze w kazdym podprze-

dziale znajduje sie po trzy wezty interpolacji.
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Mamy wtedy

/ f(x)dx = Z /xzk . f(x)dx,

a stad po uproszczeniach dostaJemy tzw. ztozZzony wzor Simpsona

/ f(x)dx ~ —h [f(flfo) + 4 Z f(zop—1) +2 Z f(xor) + f(z2p)

k=1
Jezeli czwarta pochodna funkql f jest ciggta w przedziale (a,b),
to bfad tego wzoru wynosi
1
- 2880n4

(b—a)?r P (),
gdzie € € (a,b).
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Cwiczenie 7. Stosujgc wzor Simpsona obliczy¢ catke

2
/ e_xQda:
1
z doktadnoscia do 10—°.
Cwiczenie 8. Stosujgc wzor Simpsona obliczy¢ catke

T
/O e”*sin (4x)dx

z doktadnoscia do 10~ .
Cwiczenie 9. Stosujgc wzor Simpsona obliczy¢ catke

1
/ eldx
0

z doktadnoscia do 108,
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