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DUALIZM W PROGRAMOWANIU LINIOWYM

Z kazdym programem liniowym sprzezony jest pewien inny pro-
gram, nazywany programem dualnym.

Jezeli programem pierwotnym jest
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W zapisie macierzowym powyzsze twierdzenie przyjmuje postac:

Jezeli programem pierwotnym jest
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I na odwrot.



Uwaga 1. Programy (1) i (2) tworzga tzw. standardowg pare pro-
gramow dualnych. Rozwigzanie jednego z nich pozwala skon-
struowac rozwigzanie drugiego (i na odwrot).



Uwaga 2. (TERMINOLOGIA)

Nierownos¢ ,, <" w warunku ograniczajagcym (nie brzegowym!)
nazywamy nierownoscia typowa dla problemu maksymalizacji i nie-
rownoscig nietypowag dla problemu minimalizacji.

Natomiast nierdwnosc ,,>"" w warunku ograniczajacym nazywamy
nierownoscig typowa dla problemu minimalizacji i nierownoscig
nietypowg dla problemu maksymalizacji.

Warunki brzegowe: z; 2 0, y; =2 0 nazywamy typowym ograni-
czeniem zmiennych decyzyjnych.

Natomiast warunki brzegowe: z; < 0, y; < 0 nazywamy nietypo-
wym ograniczeniem zmiennych decyzyjnych.

(Ostatnie dwie uwagi dotycza zarowno problemdw minimalizacji
jak i maksymalizacjil)



Uwaga 3. Zauwazmy, ze w programach (1) i (2), tworzacych
standardowag pare dualng, wszystkie ograniczenia sg typowe.

Uwaga 4. Znalezienie programu dualnego do programu liniowego
O postaci bardziej skomplikowanej niz te tworzgce standardowg
pare dualng jest oczywiscie trudniejsze, ale zawsze mozliwe przez

zastosowanie podanych nizej zasad.



ZASADY TWORZENIA PROGRAMU DUALNEGO

Przyjmijmy skrotowe oznaczenia:
PP - program pierwotny, PD - program dualny.

1. Kazdemu warunkowi ograniczajgcemu (oprdcz brzegowych)
w PP odpowiada zmienna decyzyjna w PD.

2. Kazdej zmiennej decyzyjnej w PP odpowiada warunek ogra-
niczajacy w PD.

3. Wagi funkcji celu w PP s3 wyrazami wolnymi w PD.
4. Wyrazy wolne w PP s3 wagami funkcji celu w PD.

5. Macierz ograniczen w PD jest transpozycjga macierzy ograni-
czen w PP.



6. Jezeli PP jest problemem maksymalizacji, to PD jest proble-
mem minimalizacji - i na odwrot.

7. Jezeli w PP -ty warunek ograniczajacy jest rownosciag, to
w PD odpowiadajgca mu :-ta zmienna dualna nie ma ograni-
czen, tzn. y; € R.

8. Jezeli w PP na j-ta zmiennga z; nie natozono ograniczen, tzn.
r; € R, tow PD odpowiadajacy jej j-ty warunek ograniczajacy
jest rownoscia.



9. Jezeli w PP i-ty warunek ograniczajacy jest typowa (niety-
powg) nierownoscia, to w PD odpowiadajagca mu i-ta zmienna
dualna ma typowe (nietypowe) ograniczenie, tzn. y; > 0 (y; < 0).
10. Jezeli w PP j-ta zmienna z; ma typowe (nietypowe) ogra-
niczenie, tzn. z; > 0 (z; < 0), to w PD odpowiadajacy jej j-ty
warunek ograniczajacy jest typowa (nietypowa) nierdbwnoscia.



Dla programu:
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x1 >0, xo - dowolne.
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program dualny ma postac:

(4)
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10y + 4y> + y3 — min
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y1 = 0, yp - dowolne, y3<0.
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WEASNOSCI PROGRAMOW TWORZACYCH
STANDARDOWA PARE DUALNA

Twierdzenie 1. Jezeli zarowno PP jak i PD majg rozwigzania
dopuszczalne (tzn. s3 to programy niesprzeczne), to obydwa
maja rozwigzania optymalne.
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Twierdzenie 2. Jezeli x1,x>,...,xn jest rozwigzaniem dopusz-
czalnym programu (1), a y1,vyo, ...,ym rozwigzaniem dopuszczal-
nym programu (2), to miedzy wartosciami funkcji celu dla tych
rozwigzan zachodzi nierownosc:
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Twierdzenie 3. Jezeli w nierownosci (5) zachodzi rownosc, to
rozwazane rozwigzania dopuszczalne sg rozwigzaniami optymal-
nymi, tzn. x1,xo,...,xn Jje€st rozwigzaniem optymalnym pro-
gramu (1), a y1,y>,...,ym JESt rozwigzaniem optymalnym pro-
gramu (2).
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Twierdzenie 4. (O KOMPLENTARNOSCI) Jezeli x1,zo,...,Tn
jest rozwigzaniem dopuszczalnym programu (1), a y1,Y2,...,Ym
rozwigzaniem dopuszczalnym programu (2), to aby te rozwigza-
nia byty optymalnymi wystarcza, zeby spetnione byty warunkKi:

n n
(7) Z Ai ;%5 < b =— y; =0, (47) y; >0 = Z ijTj = b;,

m m
(i1d) Y ajjy; >c¢; = x; =0, (w) ;>0 == > a;y; = ¢j.
1=1 1=1
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Uwaga 5. Jezeli nierdwnosSci w warunkach ograniczajacych sa dla
pewnego rozwigzania dopuszczalhego ostre, to méwimy ze wa-
runki te sg nieaktywne dla tego rozwigzania (tak jest w punktach
(i) oraz (iii)). Jezeli zas warunki ograniczajace sa spetnione jako
rownosci (tak jak w punktach (ii) oraz (iv)), to mdwimy, ze sa
one aktywne dla danego rozwigzania dopuszczalnego.
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Przyktfad 1.
RozwigzalC ponizszy program liniowy stosujgc metode graficzna
I wykorzystujac dualizm:

( 6x1 + 25 + 3x3 — Min
) 1+ x0 = 2
x1 —xo+x3>1
\ r1,%2,73 2 0

Przeprowadzi€ analize postoptymalizacyjna.
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