
Programowanie liniowe

Dualizm

• Dualizm w programowaniu liniowym

• Zasady tworzenia programu dualnego

• Standardowa para dualna



DUALIZM W PROGRAMOWANIU LINIOWYM

Z ka»dym programem liniowym sprz¦»ony jest pewien inny pro-

gram, nazywany programem dualnym.

Je»eli programem pierwotnym jest

(1)



n∑
j=1

cjxj → max

n∑
j=1

aijxj 6 bi (i = 1, . . . ,m),

xj > 0 (j = 1,2, . . . , n),
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to programem dualnym b¦dzie program

(2)



m∑
i=1

biyi → min

m∑
i=1

aijyi > cj (j = 1, . . . , n),

yi > 0 (i = 1,2, . . . ,m)

i na odwrót.
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W zapisie macierzowym powy»sze twierdzenie przyjmuje posta¢:

Je»eli programem pierwotnym jest

(1)


cTx→ max
Ax 6 b
x > 0,

to programem dualnym b¦dzie program

(2)


bTy → min
ATy > c
y > 0

i na odwrót.
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Uwaga 1.Programy (1) i (2) tworz¡ tzw. standardow¡ par¦ pro-

gramów dualnych. Rozwi¡zanie jednego z nich pozwala skon-

struowa¢ rozwi¡zanie drugiego (i na odwrót).
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Uwaga 2. (TERMINOLOGIA)

Nierówno±¢ �6� w warunku ograniczaj¡cym (nie brzegowym!)

nazywamy nierówno±ci¡ typow¡ dla problemu maksymalizacji i nie-

równo±ci¡ nietypow¡ dla problemu minimalizacji.

Natomiast nierówno±¢ �>� w warunku ograniczaj¡cym nazywamy

nierówno±ci¡ typow¡ dla problemu minimalizacji i nierówno±ci¡

nietypow¡ dla problemu maksymalizacji.

Warunki brzegowe: xj > 0, yi > 0 nazywamy typowym ograni-

czeniem zmiennych decyzyjnych.

Natomiast warunki brzegowe: xj 6 0, yi 6 0 nazywamy nietypo-

wym ograniczeniem zmiennych decyzyjnych.

(Ostatnie dwie uwagi dotycz¡ zarówno problemów minimalizacji

jak i maksymalizacji!)
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Uwaga 3. Zauwa»my, »e w programach (1) i (2), tworz¡cych

standardow¡ par¦ dualn¡, wszystkie ograniczenia s¡ typowe.

Uwaga 4. Znalezienie programu dualnego do programu liniowego

o postaci bardziej skomplikowanej ni» te tworz¡ce standardow¡

par¦ dualn¡ jest oczywi±cie trudniejsze, ale zawsze mo»liwe przez

zastosowanie podanych ni»ej zasad.
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ZASADY TWORZENIA PROGRAMU DUALNEGO

Przyjmijmy skrótowe oznaczenia:

PP - program pierwotny, PD - program dualny.

1. Ka»demu warunkowi ograniczaj¡cemu (oprócz brzegowych)

w PP odpowiada zmienna decyzyjna w PD.

2. Ka»dej zmiennej decyzyjnej w PP odpowiada warunek ogra-

niczaj¡cy w PD.

3. Wagi funkcji celu w PP s¡ wyrazami wolnymi w PD.

4. Wyrazy wolne w PP s¡ wagami funkcji celu w PD.

5. Macierz ogranicze« w PD jest transpozycj¡ macierzy ograni-

cze« w PP.
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6. Je»eli PP jest problemem maksymalizacji, to PD jest proble-

mem minimalizacji - i na odwrót.

7. Je»eli w PP i-ty warunek ograniczaj¡cy jest równo±ci¡, to

w PD odpowiadaj¡ca mu i-ta zmienna dualna nie ma ograni-

cze«, tzn. yi ∈ R.
8. Je»eli w PP na j-t¡ zmienn¡ xj nie naªo»ono ogranicze«, tzn.

xj ∈ R, to w PD odpowiadaj¡cy jej j-ty warunek ograniczaj¡cy

jest równo±ci¡.
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9. Je»eli w PP i-ty warunek ograniczaj¡cy jest typow¡ (niety-

pow¡) nierówno±ci¡, to w PD odpowiadaj¡ca mu i-ta zmienna

dualna ma typowe (nietypowe) ograniczenie, tzn. yi > 0 (yi 6 0).

10. Je»eli w PP j-ta zmienna xj ma typowe (nietypowe) ogra-

niczenie, tzn. xj > 0 (xj 6 0), to w PD odpowiadaj¡cy jej j-ty

warunek ograniczaj¡cy jest typow¡ (nietypow¡) nierówno±ci¡.
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Dla programu:

(3)



6x1 +8x2 → max
4x1 +6x2 6 10
3x1 + x2 = 4
2x1 +2x2 > 1
x1 > 0, x2 - dowolne.

program dualny ma posta¢:

(4)


10y1 +4y2 + y3 → min
4y1 +3y2 +2y3 > 6
6y1 + y2 +2y3 = 8
y1 > 0, y2 - dowolne, y3 6 0.
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W�ASNO�CI PROGRAMÓW TWORZ�CYCH

STANDARDOW� PAR� DUALN�

Twierdzenie 1. Je»eli zarówno PP jak i PD maj¡ rozwi¡zania

dopuszczalne (tzn. s¡ to programy niesprzeczne), to obydwa

maj¡ rozwi¡zania optymalne.
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Twierdzenie 2. Je»eli x1, x2, . . . , xn jest rozwi¡zaniem dopusz-

czalnym programu (1), a y1, y2, . . . , ym rozwi¡zaniem dopuszczal-

nym programu (2), to mi¦dzy warto±ciami funkcji celu dla tych

rozwi¡za« zachodzi nierówno±¢:

(5)
n∑

j=1

cjxj 6
m∑

i=1

biyi.

Twierdzenie 3. Je»eli w nierówno±ci (5) zachodzi równo±¢, to

rozwa»ane rozwi¡zania dopuszczalne s¡ rozwi¡zaniami optymal-

nymi, tzn. x1, x2, . . . , xn jest rozwi¡zaniem optymalnym pro-

gramu (1), a y1, y2, . . . , ym jest rozwi¡zaniem optymalnym pro-

gramu (2).
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Twierdzenie 4. (O KOMPLENTARNOSCI) Je»eli x1, x2, . . . , xn

jest rozwi¡zaniem dopuszczalnym programu (1), a y1, y2, . . . , ym

rozwi¡zaniem dopuszczalnym programu (2), to aby te rozwi¡za-

nia byªy optymalnymi wystarcza, »eby speªnione byªy warunki:

(i)
n∑

j=1

aijxj < bi =⇒ yi = 0, (ii) yi > 0 =⇒
n∑

j=1

aijxj = bi,

(iii)
m∑

i=1

aijyi > cj =⇒ xj = 0, (iv) xj > 0 =⇒
m∑

i=1

aijyi = cj.
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Uwaga 5. Je»eli nierówno±ci w warunkach ograniczaj¡cych sa dla

pewnego rozwi¡zania dopuszczalnego ostre, to mówimy »e wa-

runki te s¡ nieaktywne dla tego rozwi¡zania (tak jest w punktach

(i) oraz (iii)). Je»eli za± warunki ograniczaj¡ce sa speªnione jako

równo±ci (tak jak w punktach (ii) oraz (iv)), to mówimy, »e sa

one aktywne dla danego rozwi¡zania dopuszczalnego.
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Przykªad 1.

Rozwi¡za¢ poni»szy program liniowy stosuj¡c metod¦ gra�czn¡

i wykorzystuj¡c dualizm:


6x1 +2x2 +3x3 → min

x1 + x2 > 2
x1 − x2 + x3 > 1
x1, x2, x3 > 0.

Przeprowadzi¢ analiz¦ postoptymalizacyjn¡.
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