
Równania ró»niczkowe zwyczajne

rz¦du pierwszego

Wykªad

• Równania o zmiennych rozdzielonych

• Równania liniowe jednorodne i niejednorodne,

metoda uzmienniania staªej i metoda przewidywa«

• Równanie Bernoulliego

• Równania rozwi¡zalne metod¡ podstawienia



De�nicja 1. (równanie ró»niczkowe)

Równaniem ró»niczkowym zwyczajnym rz¦du pierwszego nazy-

wamy równanie postaci:

F (x, y, y′) = 0,

w którym y′ wyst¦puje istotnie, pozostaªe za± argumenty, tzn. x

i y, mog¡ wyst¦powa¢, lecz nie musz¡.

Przykªad 1. Poni»sze równania s¡ przykªadami równa« ró»nicz-

kowych:

y′ = 2xy2 − xy′, x2y′ = sin
1

x
, y′ = 2y.
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De�nicja 2. (rozwi¡zanie równania ró»niczkowego)

Rozwi¡zaniem (caªk¡) równania ró»niczkowego nazywamy ka»d¡

funkcj¦ ró»niczkowaln¡

y = ϕ(x),

która speªnia dane równanie dla ka»dej warto±ci x z pewnego

przedziaªu.

De�nicja 3. (linia caªkowa)

Lini¡ (krzyw¡) caªkow¡ równania ró»niczkowego nazywamy wy-

kres ka»dej funkcji, która jest rozwi¡zaniem (caªk¡) tego równa-

nia.
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De�nicja 4. (rozwi¡zanie ogólne)

Rozwi¡zaniem ogólnym (caªk¡ ogóln¡) równania ró»niczkowego

nazywamy ka»d¡ tak¡ funkcj¦ postaci:

y = ψ(x,C),

która dla ka»dej warto±ci C jest rozwi¡zaniem równania.

De�nicja 5. (rozwi¡zanie szczególne)

Rozwi¡zaniem szczególnym (caªk¡ szczególn¡) równania ró»nicz-

kowego nazywamy rozwi¡zanie otrzymane przez nadanie parame-

trowi C pewnej staªej warto±ci (z jego dziedziny).
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Przykªad 2.Dla równania ró»niczkowego

y′ = 2y

rozwi¡zaniem ogólnym jest

y = Ce2x,

gdzie C jest dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Nadaj¡c parametrowi C

pewne warto±ci, np. −3,0,1,5 otrzymujemy rozwi¡zania szcze-

gólne

y = −3e2x, y = 0, y = e2x, y = 5e2x.
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Uwaga 1. (warunki pocz¡tkowe)

W wielu zagadnieniach (szczególnie �zycznych i technicznych)

cz¦sto wynika potrzeba wyznaczania rozwi¡zania szczególnego,

speªniaj¡cego tzw. warunki pocz¡tkowe. Polegaj¡ one na wy-

znaczeniu spo±ród linii caªkowych danego równania ró»niczko-

wego takiej linii, która przechodzi przez z góry zadany punkt

(x0, y0). Zagadnienie sprowadza si¦ do wyznaczenia warto±ci C0

parametru C z równania

y0 = ψ(x0, C0).

Po podstawieniu otrzymanej warto±ci C0 do rozwi¡zania ogólne-

go otrzymujemy rozwi¡zanie szczególne

y = ψ(x,C0).
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Przykªad 3.Aby znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania z Przykªadu

2 speªniaj¡c¡ warunki pocz¡tkowe takie, »e dla x = 0 mamy

y = 4, podstawiamy do rozwi¡zania ogólnego tego równania

x = 0, y = 4, sk¡d otrzymujemy C0 = 4. Zatem poszukiwan¡

caªk¡ szczególn¡ jest

y = 4e2x.
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De�nicja 6. (rozwi¡zanie osobliwe)

Rozwi¡zaniem osobliwym (caªk¡ osobliw¡) równania ró»niczko-

wego nazywamy takie rozwi¡zanie tego równania, którego nie

mo»na otrzyma¢ z rozwi¡zania ogólnego przy »adnej warto±ci

parametru C.
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Uwagi ogólne o rozdzielaniu zmiennych

De�nicja 7. (równanie o zmiennych rozdzielonych)

Równaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy równanie ró»-

niczkowe zwyczajne rz¦du pierwszego postaci

(1) p(y)
dy

dx
= q(x).
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Twierdzenie 1. ( rozwi¡zanie równania o zmiennych rozdzielo-

nych)

Je»eli p(y) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w otoczeniu punktu y, przy czym

p(y) 6= 0, a q(x) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w otoczeniu punktu x, to

istnieje na pªaszczy¹nie OXY takie otoczenie punktu (x, y), »e

przez ka»dy punkt (x1, y1) tego otoczenia przechodzi dokªadnie

jedna linia caªkowa równania ró»niczkowego (1) okre±lona rów-

naniem y = f(x), przy czym funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡.

Funkcja ta dana jest wtedy jednoznacznie w formie uwikªanej

równaniem ∫ y
y1
p(η)dη =

∫ x
x1
q(ξ)dξ.
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�wiczenie 1. Rozwi¡» równania:

a) x2
dy

dx
= sin

1

x
;

b) sin2 x+
(
dy

dx

)2
= 1;

c)
dy

dx
= 2xy2 − x2

dy

dx
;

d) sinx
dy

dx
= y cosx.
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De�nicja 8. (równanie liniowe rz¦du pierwszego)

Równanie ró»niczkowe postaci

dy

dx
+ p(x)y = q(x),

liniowe wzgl¦dem y i y′, nazywamy równaniem liniowym rz¦du

pierwszego. Je»eli q(x) ≡ 0, to równanie nazywamy jednorodnym

wzgl¦dem y i y′ (lub uproszczonym), w przypadku przeciwnym -

równaniem niejednorodnym (lub równaniem w postaci ogólnej).
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Twierdzenie 2. (CORJ - caªka ogólna równania jednorodnego)

Rozwi¡zanie ogólne równania

dy

dx
+ p(x)y = 0

jest postaci

y = Ce−P (x),

gdzie P (x) oznacza funkcj¦ pierwotn¡ funkcji p(x) a C - dowoln¡

staª¡ rzeczywist¡.

Uwaga 2.Powy»sze rozwi¡zanie uzyskujemy stosuj¡c rozdzielanie

zmiennych do danego równania liniowego jednorodnego.
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�wiczenie 2. Rozwi¡» równania ró»niczkowe:

a)
dy

dx
=

1

3x
y,

b)
dy

dx
=

2x− 1

x2
y,

c)
dy

dx
= y tanx.
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Twierdzenie 3. (CORN - caªka ogólna równania niejednorodnego)

Je»eli rozwi¡zanie ogólne (CORJ) równania

dy

dx
+ p(x)y = 0

nie jest funkcj¡ to»samo±ciowo równ¡ zero, to rozwi¡zanie ogólne

równania

dy

dx
+ p(x)y = q(x)

jest sum¡ rozwi¡zania ogólnego równania jednorodnego i rozwi¡-

zania szczególnego równania niejednorodnego, co symbolicznie

zapisujemy w postaci:

CORN = CORJ+CSzRN.
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Twierdzenie 4. (wyznaczenie CSzRN metod¡ uzmienniania sta-

ªej)

Rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego

dy

dx
+ p(x)y = q(x)

jest postaci

y = C(x)e−P (x),

gdzie C(x) (uzmienniona staªa) oznacza pewn¡ funkcj¦ zmiennej

x, a P (x) - funkcj¦ pierwotn¡ funkcji p(x).
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�wiczenie 3. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe liniowe:

a)
dy

dx
− xy = xex

2
,

b) x
dy

dx
− y = 2x3,

c)
dy

dx
sinx+ y cosx = sin2x,

d) x
dy

dx
− 2y = x3 cosx.
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Twierdzenie 5. (wyznaczanie CSzRN metod¡ przewidywania)

Rozwi¡zanie szczególne równania typu

y′+ ay = becx,

gdzie a, b, c ∈ R s¡ staªe jest postaci

y = mecx,

gdzie m oznacza odpowiednio dobran¡ staª¡ rzeczywist¡.
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�wiczenie 4. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe liniowe:

a)
dy

dx
− 2y = 2e3x,

b)
dy

dx
− 4y = 2e4x.
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Twierdzenie 6. (wyznaczanie CSzRN metod¡ przewidywania)

Rozwi¡zanie szczególne równania typu

y′+ ay =Wn(x),

gdzie a ∈ R jest staª¡, a Wn(x) - wielomianem stopnia n, przewi-

dujemy w postaci wielomianu stopnia n.
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�wiczenie 5. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe:

a)
dy

dx
+2y = x2,

b)
dy

dx
− 2y = 3x2 − 2x3.
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Twierdzenie 7. (wyznaczanie CSzRN metod¡ przewidywania)

Rozwi¡zanie szczególne równania typu

y′+ by = c sin ax+ d cos ax,

gdzie a, b, c, d ∈ R s¡ staªe, jest postaci

y = m sin ax+ n cos ax,

gdzie m,n ∈ R s¡ staªe.
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�wiczenie 6. Rozwi¡za¢ równania:

a)
dy

dx
+2y = 5cosx,

b)
dy

dx
+ y = 5sin 3x.
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Uwaga 3.Wad¡ metody przewidywa« jest niepewno±¢ doj±cia do

celu, zalet¡ - szybkie otrzymanie wyniku i unikni¦cie »mudnych

nieraz caªkowa«.
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�wiczenie 7. Znale¹¢ krzyw¡ caªkow¡ równania ró»niczkowego

y′ − 2y+3 = 0

przechodz¡c¡ przez punkt (0,1).

�wiczenie 8. Znale¹¢ krzyw¡ caªkow¡ równania ró»niczkowego

y′ − 5y = e5x

przechodz¡c¡ przez punkt (15, e).

�wiczenie 9. Znale¹¢ krzyw¡ caªkow¡ równania ró»niczkowego

y′+ y = sinx

przechodz¡c¡ przez punkt (π, 12).
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Równania ró»niczkowe innych typów.

�wiczenie 10. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe:

a)
dy

dx
− y = xe2x,

b)
dy

dx
+ y = 2x sinx,

c)
dy

dx
− 2y = 6(cos 2x− sin 2x)e4x.
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Twierdzenie 8. Rozwi¡zanie ogólne równania postaci

dy

dx
+ p(x)y = q1(x) + q2(x)

jest sum¡ rozwi¡zania ogólnego równania jednorodnego

dy

dx
+ p(x)y = 0

oraz rozwi¡za« szczególnych równa« niejednorodnych

dy

dx
+ p(x)y = q1(x) i

dy

dx
+ p(x)y = q2(x),

co symbolicznie zapisujemy w postaci:

CORN = CORJ+CSzRN1 +CSzRN2.
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�wiczenie 11. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe liniowe:

a)
dy

dx
− 2y = 6cos2x− 2 sin 2x+ x− 2x3,

b)
dy

dx
+ y = (x+1) sin 3x+3x cos 3x+ x2 − 2+ 2xe−x.
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De�nicja 9. (równanie Bernoulliego)

Równaniem ró»niczkowym Bernoulliego nazywamy równanie po-

staci

dy

dx
+ p(x)y+ q(x)yn = 0,

gdzie funkcje p(x) i q(x) s¡ ci¡gªe w pewnym wspólnym prze-

dziale, a n jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡.

Uwaga 4.Dla n = 0 z równania Bernoulliego otrzymujemy rów-

nanie ró»niczkowe liniowe. Dla n = 1 otrzymujemy równanie

ró»niczkowe liniowe jednorodne wzgl¦dem y i y′, a wi¦c równanie

w którym zmienne dadz¡ si¦ rozdzieli¢. Zauwa»my, »e przy n > 0

caªk¡ równania Bernoulliego jest zawsze y = 0.
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Twierdzenie 9. (algorytm rozwi¡zania równania Bernoulliego)

Równanie Bernoulliego przez podstawienie

y1−n = z

sprowadza si¦ do równania ró»niczkowego liniowego.

�wiczenie 12. Rozwi¡za¢ równania:

a) y′+ y+ y2 sinx = 0,

b) y′+ y+ x
√
y = 0.
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Równania ró»niczkowe rz¦du pierwszego rozwi¡zywalne

metod¡ postawienia.

1. Równanie ró»niczkowe typu

y′ = f(ax+ by+ c),

gdzie a 6= 0, b 6= 0 i f jest funkcj¡ ci¡gª¡, rozwi¡zujemy stosuj¡c

podstawienie:

u = ax+ by+ c.

�wiczenie 13. Rozwi¡za¢ równania:

a) y′ = (8x+2y+6)2,

b) y′ =
1

x+ y − 1
.
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2. Równanie ró»niczkowe typu

y′ = f

(
y

x

)
,

rozwi¡zujemy stosuj¡c podstawienie:

u =
y

x
.

�wiczenie 14.Wyznacz rozwi¡zanie równania xy′−y ln
(
y

x

)
= 0,

które speªnia warunek y(1) = e2.

�wiczenie 15. Znajd¹ rozwi¡zanie równania xy′ − y = x tan
(
y

x

)
z warunkiem pocz¡tkowym y(2) = π.
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