Rownania rozniczkowe zwyczajne
rzedu plerwszego

Wyktad
Rownania o zmiennych rozdzielonych

Rownania liniowe jednorodne i niejednorodne,
metoda uzmienniania statej i metoda przewidywan

Rownanie Bernoulliego

Rownania rozwigzalne metoda podstawienia



Definicja 1. (rownanie rozniczkowe)
Rownaniem rdzniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazy-
wamy rownanie postaci:

F(ZC, y? y/) — 07

w ktérym o’ wystepuje istotnie, pozostate zas argumenty, tzn. z
I y, mogq wystepowac, lecz nie muszg.

Przyktad 1. Ponizsze rownania sg przyktadami rownan roznicz-
kowych:

1
y’ p— 2$y2 — a:y/, azzy/ = sin —, y’ = 2y.
€T



Definicja 2. (rozwigzanie rownania rozniczkowego)
Rozwigzaniem (catka) rownania rézniczkowego nazywamy kazdg
funkcje rézniczkowalng

y = o(x),

ktora spetnia dane rownanie dla kazdej wartosSci x z pewnego
przedziatu.

Definicja 3. (linia catkowa)

Linig (krzywg) catkowa réwnania rézniczkowego nazywamy wy-
kres kazdej funkcji, ktora jest rozwigzaniem (catka) tego réwna-
nia.



Definicja 4. (rozwigzanie ogdlne)
Rozwigzaniem ogdinym (catka o0gding) réwnania rézniczkowego
nazywamy kazdga taka funkcje postaci:

y = YP(x,C),

ktora dla kazdej wartosci C jest rozwigzaniem rownania.

Definicja 5. (rozwigzanie szczegdlne)

Rozwigzaniem szczegdlnym (catka szczegding) rownania réznicz-
kowego nazywamy rozwigzanie otrzymane przez nadanie parame-
trowi C pewnej statej wartosci (z jego dziedziny).



Przyktfad 2. Dla rownania rozniczkowego
y =2y
rozwigzaniem ogolnym jest
y = Cezx,

gdzie C jest dowolna liczba rzeczywistg. Nadajac parametrowi C
pewne wartosci, np. —3,0,1,5 otrzymujemy rozwigzania szcze-
golne

y=-3e*", y=0, y=e**, y=5e"



Uwaga 1. (warunki poczatkowe)

W wielu zagadnieniach (szczegdlnie fizycznych i technicznych)
czesto wynika potrzeba wyznaczania rozwigzania szczegolnego,
speftniajacego tzw. warunki poczatkowe. Polegajg one na wy-
znaczeniu sposrdod linii catkowych danego rownania rdzniczko-
wego takiej linii, ktdora przechodzi przez z gory zadany punkt
(zo,yp). Zagadnienie sprowadza sie do wyznaczenia wartosci Cg
parametru C z rownania

yo = Y (x0, Cp).

Po podstawieniu otrzymanej wartosci Cy do rozwigzania ogdlne-
go otrzymujemy rozwigzanie szczegolne

y = ¥(z,Cp).



Przyktad 3. Aby znalezC catke szczegolng rownania z Przyktadu
2 spetniajgca warunki poczgtkowe takie, ze dla x = 0 mamy
y = 4, podstawiamy do rozwigzania ogolnego tego rownania
x = 0,y = 4, skad otrzymujemy Cqo = 4. Zatem poszukiwang

catka szczegolnag jest
y = 427



Definicja 6. (rozwigzanie osobliwe)

Rozwigzaniem osobliwym (catkg osobliwg) réwnania rdézniczko-
wego nazywamy takie rozwigzanie tego rownania, ktdorego nie
mozna otrzymacC z rozwigzania 0golnego przy zadnej wartoSci
parametru C.



Uwagi ogolne o rozdzielaniu zmiennych

Definicja 7. (rownanie o zmiennych rozdzielonych)
Rownaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy rownanie roz-
niczkowe zwyczajne rzedu pierwszego postaci

(1) p@) ) = a(@).



Twierdzenie 1. (rozwigzanie réwnania o zmiennych rozdzielo-
nych)

Jezeli p(y) jest funkcja ciagta w otoczeniu punktu vy, przy czym
p(y) #= 0, a q(x) jest funkcja ciggta w otoczeniu punktu x, to
istnieje na ptaszczyznie OXY takie otoczenie punktu (x,y), zZe
przez kazdy punkt (x1,y1) tego otoczenia przechodzi doktadnie
jedna linia catkowa rownania rozniczkowego (1) okreSlona row-
naniem y = f(x), przy czym funkcja f ma ciggta pochodna.

Funkcja ta dana jest wtedy jednoznacznie w formie uwiktanej
rownaniem

" pGndn = [ a(e)de.

Y1 L1



Cwiczenie 1. Rozwigz rownania:

d 1
a) 222Y — sin =;
dx T 5
d
b) sin?z + (—y> =1
dx
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Definicja 8. (rownanie liniowe rzedu pierwszego)
Rownanie rézniczkowe postaci

Yt @)y = a(a),

liniowe wzgledem vy i v/, nazywamy réwnaniem liniowym rzedu
pierwszego. Jezeli q(x) = 0, to roGwnanie nazywamy jednorodnym
wzgledem vy i ¥y’ (lub uproszczonym), w przypadku przeciwnym -
rownaniem niejednorodnym (lub réwnaniem w postaci ogdinej).
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Twierdzenie 2. (CORJ - catka ogdélna réwnania jednorodnego)
Rozwigzanie ogolne rownania

dy
d_ —+ p(x)y =0
T
jest postaci
y = Ce_P(x),

gdzie P(x) oznacza funkcje pierwotng funkcji p(x) a C - dowolng
statg rzeczywistg.

Uwaga 2. Powyzsze rozwigzanie uzyskujemy stosujac rozdzielanie
zmiennych do danego rownania liniowego jednorodnego.
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Cwiczenie 2. Rozwiaz rownania rozniczkowe:

dy 1
B
Yy L —
b) & = ,
)gx Y
C)—y=ytanaz
dx
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Twierdzenie 3. (CORN - catka ogdlna réwnania niejednorodnego)
Jezeli rozwigzanie ogolne (CORJ) réwnania

d
d—y ‘I‘p(fﬂ)y =0
T

nie jest funkcjg tozsamosciowo rowng zero, to rozwigzanie ogolne
rownania

dy .
- + p(z)y = q(x)

Jjest suma rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego i rozwig-
zania szczegolnego rownania niejednorodnego, co symbolicznie
zapisujemy w postaci:

CORN = CORJ + CSzRN.
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Twierdzenie 4. (wyznaczenie CSzRN metodg uzmienniania sta-
tej)
Rozwigzanie szczegolne rownania niejednorodnego

dy

- + p(x)y = q(x)

xXr
Jjest postaci

y=Ca)e "),

gdzie C(x) (uzmienniona stata) oznacza pewng funkcje zmiennej
x, a P(x) - funkcje pierwotng funkcji p(x).
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Cwiczenie 3. Rozwigzaé rownania rozniczkowe liniowe:

d 2
a)al—y—acyzar:e”3 ,

b) :c——y—23:

C) d—ySIn:U—|—yCOSx = sin 2z,

d
d) az—y—Qy—wS

dx

COS .
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Twierdzenie 5. (wyznaczanie CSzRN metodga przewidywania)
Rozwigzanie szczegolne rownania typu

vy + ay = be?,
gdzie a,b,c € R sg state jest postaci
U = me“?,

gdzie m oznacza odpowiednio dobrang statg rzeczywistg.
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Cwiczenie 4. Rozwigzaé rownania rozniczkowe liniowe:
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Twierdzenie 6. (wyznaczanie CSzRN metodga przewidywania)
Rozwigzanie szczegolne rownania typu

y 4 ay = Wp(x),

gdzie a € R jest stata, a Wy (x) - wielomianem stopnia n, przewi-
dujemy w postaci wielomianu stopnia n.
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Cwiczenie 5. Rozwigza¢ rownania rozniczkowe:
d

a) 29 + 2y = 2
dx

d
b) & oy =322 — 23
dx
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Twierdzenie 7. (wyznaczanie CSzRN metodga przewidywania)
Rozwigzanie szczegolne rownania typu

y' 4+ by = csinaz + dcosaz,
gdzie a,b,c,d € R sg state, jest postaci

Yy = mSinax + nCcosax,

gdzie m,n € R sg state.
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Cwiczenie 6. Rozwigza¢ rownania:
d

a) i + 2y = 5cosz,
dx

d
b) &Y 4+ 4 = 5sin 3.
dx
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Uwaga 3. Wadga metody przewidywan jest niepewnoSC dojscia do
celu, zaletg - szybkie otrzymanie wyniku i unikniecie zmudnych
nieraz catkowan.
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Cwiczenie 7. Znalez¢ krzywa catkowa rownania rozniczkowego

y —2y+3=0
przechodzgca przez punkt (0,1).

Cwiczenie 8. Znalez¢ krzywa catkowa rownania rozniczkowego

przechodzacg przez punkt (,e).

Cwiczenie 9. Znalez¢ krzywa catkowag rownania roZzniczkowego

y +y=sinz

przechodzgca przez punkt (m, %).

24



Rownania roézniczkowe innych typow.

Cwiczenie 10. Rozwigza¢ rownania rozniczkowe:

d

a) “L —y = pe??,
EZZ:C

b) —y—l—y — 2z Sin z,
dx

d
C) d—y — 2y = 6(cos 2x — sin 2z)e**.
xXr
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Twierdzenie 8. Rozwigzanie ogolne rownania postaci

dy
- + p(z)y = q1(z) + g2(=)
jest suma rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego

d
d—y -|—p(:E)y =0
x

oraz rozwigzan szczegolnych rownan niejednorodnych

d ,
d—y +p(x)y =q1(x) i “ 4 p(z)y = q2(x),
T dx

CO symbolicznie zapisujemy w postaci:

CORN = CORJ + CSzRN; + CSzRN».
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Cwiczenie 11. Rozwigzaé rownania rozniczkowe liniowe:

d :

a) d_y — 2y = 6C0S2x — 2sin 2z + x — 2z3,
xXr

d
b) £+y= (x 4+ 1) sin 3z + 3z cos 3z + 2 — 2 + 2ze 2.
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Definicja 9. (rownanie Bernoulliego)
Rownaniem rozniczkowym Bernoulliego nazywamy rownanie po-
staci

d
d—y + p(x)y + q(z)y™ = 0O,
X

gdzie funkcje p(x) i g(x) sa ciggte w pewnym wspdlnym prze-
dziale, a n jest ustalong liczbg naturalna.

Uwaga 4. Dla n = 0 z rownania Bernoulliego otrzymujemy row-
nanie rozniczkowe liniowe. Dla n = 1 otrzymujemy rdwnanie
rézniczkowe liniowe jednorodne wzgledem y i v/, a wiec réwnanie
w ktorym zmienne dadzga sie rozdzieliC. Zauwazmy, ze przy n > 0
catka rownania Bernoulliego jest zawsze y = 0.
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Twierdzenie 9. (algorytm rozwigzania rownania Bernoulliego)
Rownanie Bernoulliego przez podstawienie

1-n

Yy — <

sprowadza sie do rownania rozniczkowego liniowego.

Cwiczenie 12. Rozwigzac rownania:
a)y +y+y?sinz =0,
b)y +y+z/y=0.
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Rownania rozniczkowe rzedu pierwszedgo rozwigzywalne
metodag postawienia.

1. Rownanie roézniczkowe typu

y' = f(az 4+ by + ¢,
gdzie a #0, b A0 i f jest funkcja ciggta, rozwigzujemy stosujac
podstawienie:
u = ax + by + c.

Cwiczenie 13. Rozwigza¢ roéwnania:
a)y = (8z+2y+6)

1
b)Y =

r+y—1
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2. RoAwnanie rozniczkowe typu

=i(2)

rozwigzujemy stosujac podstawienie:

_ Y

u — —.

xr
Cwiczenie 14. Wyznacz rozwigzanie rownania zy' —yIn <y> =0,

xr
ktore spetnia warunek y(1) = e?.
Cwiczenie 15. Znajdz rozwigzanie rownania xy' —y = xtan (g)
xr

z warunkiem poczatkowym y(2) = .
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