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PODEJMOWANIE DECYZII

Podejmowanie decyzji jest podstawowym elementem kazdej dzia-
talnosci (w tym gospodarczej). Zazwyczaj w kazdej sytuacji ist-
niejg pewne warunki okresSlajace, jakie decyzje moga byC podjete,
tzn. jakie decyzje sg dopuszczalne.

Na ogdt, przy danych warunkach, istnieje wiele decyzji dopusz-
czalnych. Naturalne jest wtedy dazenie do podjecia decyzji moz-
liwie najlepszej, czyli optymalnej. Czesto podjecie decyzji mozna
wspomoc postugujac sie metodami matematycznymi.



Jest to mozliwe, jesli problem wyboru decyzji optymalnej da sie
ujaC w jezyku matematycznym, tzn. wspomniane wyzej warunki
mogq byC zapisane w tym jezyku oraz kryterium rozstrzygajace,
ktora z decyzji jest optymalna da sie przedstawiC jako pewna
funkcja, okreSlona na zbiorze decyzji dopuszczalnych.

Wtedy podjecie decyzji optymalnej sprowadzi sie do znalezienia
Mminimum lub maksimum tej funkcji na zbiorze dopuszczalnym.



Problem optymalizacji (problem programowania matematycznego)
mozna zatem sformutowal w sposob ogdlny nastepujaco:

Zminimalizowac lub zmaksymalizowac¢ funkcje f(x)
przy warunku x € X.

Powyzszg funkcje f (kryterium optymalnosci) bedziemy nazywac
funkcjg celu. Symbol X oznacza zbidr decyzji dopuszczalnych
okreSlony danym ukfadem warunkdow, ktore bedziemy nazywac
warunkami ograniczajgcymi lub po prostu ograniczeniami.



Rozwigzaniem dopuszczalnym problemu nazywacC bedziemy kazdy
element x zbioru X, zas rozwigzaniem optymalnym element z* €
X minimalizujacy lub maksymalizujgcy funkcje celu f(xz), tzn.

min fz) = f(z") lub g’le%f(w) = f(@").

Jezeli zbidr X jest zbiorem pustym, to problem nazywamy sprzecz-
nym - w przeciwnym przypadku - niesprzecznym.



PROGRAMOWANIE LINIOWE
Optymalizacja liniowa

Problemem programowania liniowego, ktory krotko nazywacC be-
dziemy programem liniowym, jest problem minimalizacji lub mak-
symalizacji funkcji liniowej na zbiorze okreSlonym przez uktad
warunkow liniowych, tzn. nierodwnosci lub rownan liniowych.

Zbidr rozwigzan dopuszczalnych X jest w tym przypadku pod-
zbiorem przestrzeni R™ dla pewnego n € N.

Uniwersalng metoda rozwigzywania tego typu problemow jest
tzw. metoda sympleks opracowana przez George’'a Dantzig'a
w 1947 roku.



METODA GRAFICZNA

W przypadku kiedy X C IR{Q, to program liniowy mozna rozwig-
zaC metodg graficzng. Nie ma ona znaczenia praktycznego, ale
jej zrozumienie pozwala lepiej zrozumieC geometrie algorytmu
sympleks.



Przyktad 1.

Zaktad moze wytwarzaC dwa wyroby P; i P>. Ich produkcja jest
limitowana ze wzgledu na ograniczone zasoby trzech surowcow:
S1, So i §3. Posiadane zapasy tych surowcow, zyski jednostkowe
ze sprzedazy produktdow oraz naktady jednostkowe poszczegol-
nych surowcOw zwigzane z produkcjg podaje ponizsza tabela.

P P> | Zasoby
S1 2 2 14
So 1 2 3
S3 4 0 16
ZysKki | 2 3

ZaplanowacC produkcje zaktadu tak, aby zmaksymalizowalC zysk
ze sprzedazy produktow. Przeprowadzi€ analize wrazliwoSci roz-
wigzania optymalnego na zmiany cen oraz zmiany zasobow su-
rowcow.



Model matematyczny problemu.
Zmienne decyzyjne - tzn. niewiadome (szukane):
x1 - wielkoSC produkcji wyrobu Py,
xo - wielkoSC produkcji wyrobu Ps.

Program liniowy:
Zmaksymalizowac funkcje f(xz1,x2) = 2x1+ 3x> przy warunkach:

( 221+ 22> < 14
r1 + 2x2 < 8
4r1 < 16
x1 20, x>0,

Ostatnie dwa warunki w powyzszym uktadzie, zapewniajgce nie-
ujemna wielkoSC produkcji, nosza nazwe warunkow brzegowych.
Funkcja celu f w tym problemie wyraza catkowity zysk przy wiel-
koSci produkcji na poziomie (x1,z2).



ZazwycCzaj program liniowy zapisujemy w postaci skroconej:

( 2x1 + 3x> — max
2x1 + 220 < 14
x1 + 22> < 8
4r1 < 16
r1 20, x22=0.

N\




POSTACIE PROGRAMOW LINIOWYCH

Postac ogolna

Ogdlna postaC programu liniowego jest nastepujaca:

i

zn: c;jz; — min(max) (1)

j=1

Z (i=1,...,m) (2)
Z (i=m-+1,...,p) (3)
Z aj;x; =b;, (i=p+1,...,7) (4)

320 (]_1727'“7”1) (5)
£ <0 (G=n+1,...,m)  (6)
r; € R (j=no+1,...,n). (7)
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Rozwigzaniem dopuszczalnym tego problemu nazywamy kazdy
wektor zmiennych decyzyjnych:

L1

z=|%2 | eRrn,

In

ktory spetnia wszystkie warunki ograniczajace (2) — (7). Roz-
wigzaniem optymalnym tego problemu jest takie rozwigzanie do-
puszczalne dla ktérego funkcja celu (1) osigga minimum (mak-

simum).
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Warunkami ograniczajacymi (ograniczeniami) bedziemy w dal-
szym ciggu nazywac warunki postaci (2)-(4) (zawezajac nieco
sens tego pojecia), natomiast warunki postaci (5)-(7) bedziemy
nazywaC warunkami brzegowymi.

Ponadto bedziemy uzywalC nastepujacej terminologii:

c; - j-ta waga (wspotczynnik) funkcji celu,

b; - 1-ty wyraz wolny,

ajj - wspotczynnik macierzy ograniczen w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie,

gdzie j=1,...,n0raz+=1,...,r.
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Postac standardowa programu liniowego

Program liniowy jest w postaci standardowej, jezeli
(i) jest to problem dotyczacy minimalizacji,

(ii) wszystkie ograniczenia sg réwnosSciami,

(iii) wszystkie zmienne decyzyjne s3 nieujemne.

Uwaga 1. Oznacza to, ze w postaci ogdlnej wystepuja tylko ogra-
niczenia typu (4) i warunki brzegowe typu (5).

Uwaga 2. Nalezy zauwazyC, ze nie ma jednoznacznoSci w kwestii
nazewnictwa roznych postaci programu liniowego. W literaturze,
szczegOlnie polskiej, powyzsza postaC programu liniowego bywa
nazywana postacig kanoniczng.
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Bardzo wygodnym sposobem zapisu programu liniowego w po-
staci standardowej jest zapis macierzowy. Mamy wtedy

'z — min
Az = b
x > 0,
[ a11 a1o ... ain |
. a a . .. a . . .
gdzie A= | "21 %22 2n | _ macierz ograniczen,
| Aml Am2 --- Omn |
b1
b ,
b= | 2 | - wektor wyrazéw wolnych,
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T = - wektor zmiennych decyzyjnych,

c = - wektor wag funkcji celu.

Uwaga 3. Przypomnijmy, ze symbol ¢ oznacza macierz transpo-
nowang do macierzy jednokolumnowej ¢, tzn. ¢! = [e1,co, ..., cnl,
natomiast symbol x > 0 oznacza, ze xr; =0 dla kazdego j.
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SPROWADZANIE PROGRAMU LINIOWEGO DO
POSTACI STANDARDOWEJ

Pierwsza fazg rozwigzywania programu liniowego metoda sym-
pleks jest sprowadzenie go do postaci standardowej.

Aby uzyskaC rownowazng dla danego zadania programowania li-
niowego postacC standardowg kazdy warunek ograniczajacy w po-
staci nierownosSci zamieniamy na rownosC, wprowadzajac zwig-
zang z nim tzw. zmienng swobodng. Zmienne te wchodza do
funkcji celu z zerowymi wagami, tzn. nie maja na nig wptywu.
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Jezeli w programie liniowym warunek ograniczajacy jest nierow-
noscig typu (2), tzn.

n
D> airj < by,
J=1
to zwigzang z nim zmienng swobodng definiujemy jako
n
Lnti — bz' — Z az]x]
J=1

Oczywiscie jest xz,4; > 0, przy czym jej nie ujemnoSC wynika
wprost z jej okreSlenia.
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Jezeli w programie liniowym warunek ograniczajacy jest nierow-
noscig typu (3), tzn.

n
D> aijry = by,
j=1

to zwigzang z nim zmienng swobodng definiujemy jako

n
j=1
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Przyktad 2.
Sprowadzimy teraz ponizszy program liniowy do postaci standar-
dowej. Rozwazmy program w postaci ogodlnej:

( —2x1 + 4x5 + 23 — Max
21 + 3zp + 23 2 3
—4x1 + 2x50 + 33 <5
r1 <0, x3=0.
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Przeksztatcajac problem maksymalizacji na problem minimaliza-

cje skorzystamy z faktu:
Uwaga 4. Ponizsze dwa programy liniowe sg sobie rOwnowazne:

L'z — max —cl'e = min
Ax = b < Ax = b
x > 0, x > 0.

Stosujemy uwage 4 i wprowadzamy zmienne swobodne x4 i x5,
CO prowadzi do:

( 2021 —4x5> — 223+ 0-24 + 0 - 25 — Min
2x1 +3x> +x3 — 14 =3

—4xr1 + 220+ 33+ x5 =5

1 < 0,23 20,24 =2 0,z5 > 0.

N\
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Jeszcze nie wszystkie zmienne s3 nieujemne. Dokonujemy zatem
zamiany zmiennych x1 I o W nastepujacy Sposob:

/!
r1 = :Ul, wtedy xl O oraz xzo = 332 332, gdzie w2 Oixz,>0.

Otrzymujemy ostatecznie program w postaci standardowej:

[ —2:131 43:2 + 4:1:2 2x3 — min

—2:131 + 3332 3:132 +x3—x4 =3

4:131 —|— 2x2 2:1:2 +3x3+ x5 =05
331, xQ? 3327 L3,L4,TH > 0.

N\

\

Uwaga 5. Kazdy program liniowy (réwniez sprzeczny) mozna spro-
wadziC do postaci standardowe].

21



