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PODEJMOWANIE DECYZJI

Podejmowanie decyzji jest podstawowym elementem ka»dej dzia-

ªalno±ci (w tym gospodarczej). Zazwyczaj w ka»dej sytuacji ist-

niej¡ pewne warunki okre±laj¡ce, jakie decyzje mog¡ by¢ podj¦te,

tzn. jakie decyzje s¡ dopuszczalne.

Na ogóª, przy danych warunkach, istnieje wiele decyzji dopusz-

czalnych. Naturalne jest wtedy d¡»enie do podj¦cia decyzji mo»-

liwie najlepszej, czyli optymalnej. Cz¦sto podj¦cie decyzji mo»na

wspomóc posªuguj¡c si¦ metodami matematycznymi.
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Jest to mo»liwe, je±li problem wyboru decyzji optymalnej da si¦

uj¡¢ w j¦zyku matematycznym, tzn. wspomniane wy»ej warunki

mog¡ by¢ zapisane w tym j¦zyku oraz kryterium rozstrzygaj¡ce,

która z decyzji jest optymalna da si¦ przedstawi¢ jako pewna

funkcja, okre±lona na zbiorze decyzji dopuszczalnych.

Wtedy podj¦cie decyzji optymalnej sprowadzi si¦ do znalezienia

minimum lub maksimum tej funkcji na zbiorze dopuszczalnym.
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Problem optymalizacji (problem programowania matematycznego)

mo»na zatem sformuªowa¢ w sposób ogólny nast¦puj¡co:

Zminimalizowa¢ lub zmaksymalizowa¢ funkcj¦ f(x)

przy warunku x ∈ X.

Powy»sz¡ funkcj¦ f (kryterium optymalno±ci) b¦dziemy nazywa¢

funkcj¡ celu. Symbol X oznacza zbiór decyzji dopuszczalnych

okre±lony danym ukªadem warunków, które b¦dziemy nazywa¢

warunkami ograniczaj¡cymi lub po prostu ograniczeniami.
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Rozwi¡zaniem dopuszczalnym problemu nazywa¢ b¦dziemy ka»dy

element x zbioru X, za± rozwi¡zaniem optymalnym element x∗ ∈
X minimalizuj¡cy lub maksymalizuj¡cy funkcj¦ celu f(x), tzn.

min
x∈X

f(x) = f(x∗) lub max
x∈X

f(x) = f(x∗).

Je»eli zbiór X jest zbiorem pustym, to problem nazywamy sprzecz-

nym - w przeciwnym przypadku - niesprzecznym.
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PROGRAMOWANIE LINIOWE

Optymalizacja liniowa

Problemem programowania liniowego, który krótko nazywa¢ b¦-

dziemy programem liniowym, jest problem minimalizacji lub mak-

symalizacji funkcji liniowej na zbiorze okre±lonym przez ukªad

warunków liniowych, tzn. nierówno±ci lub równa« liniowych.

Zbiór rozwi¡za« dopuszczalnych X jest w tym przypadku pod-

zbiorem przestrzeni Rn dla pewnego n ∈ N.

Uniwersaln¡ metod¡ rozwi¡zywania tego typu problemów jest

tzw. metoda sympleks opracowana przez George'a Dantzig'a

w 1947 roku.
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METODA GRAFICZNA

W przypadku kiedy X ⊂ R2, to program liniowy mo»na rozwi¡-

za¢ metod¡ gra�czn¡. Nie ma ona znaczenia praktycznego, ale

jej zrozumienie pozwala lepiej zrozumie¢ geometri¦ algorytmu

sympleks.
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Przykªad 1.

Zakªad mo»e wytwarza¢ dwa wyroby P1 i P2. Ich produkcja jest

limitowana ze wzgl¦du na ograniczone zasoby trzech surowców:

S1, S2 i S3. Posiadane zapasy tych surowców, zyski jednostkowe

ze sprzeda»y produktów oraz nakªady jednostkowe poszczegól-

nych surowców zwi¡zane z produkcj¡ podaje poni»sza tabela.

P1 P2 Zasoby

S1 2 2 14
S2 1 2 8
S3 4 0 16

Zyski 2 3

Zaplanowa¢ produkcj¦ zakªadu tak, aby zmaksymalizowa¢ zysk

ze sprzeda»y produktów. Przeprowadzi¢ analiz¦ wra»liwo±ci roz-

wi¡zania optymalnego na zmiany cen oraz zmiany zasobów su-

rowców.
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Model matematyczny problemu.

Zmienne decyzyjne - tzn. niewiadome (szukane):

x1 - wielko±¢ produkcji wyrobu P1,

x2 - wielko±¢ produkcji wyrobu P2.

Program liniowy:

Zmaksymalizowa¢ funkcj¦ f(x1, x2) = 2x1+3x2 przy warunkach:
2x1 +2x2 6 14
x1 +2x2 6 8
4x1 6 16

x1 > 0, x2 > 0.

Ostatnie dwa warunki w powy»szym ukªadzie, zapewniaj¡ce nie-

ujemn¡ wielko±¢ produkcji, nosz¡ nazw¦ warunków brzegowych.

Funkcja celu f w tym problemie wyra»a caªkowity zysk przy wiel-

ko±ci produkcji na poziomie (x1, x2).
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Zazwyczaj program liniowy zapisujemy w postaci skróconej:



2x1 +3x2 → max
2x1 +2x2 6 14
x1 +2x2 6 8
4x1 6 16

x1 > 0, x2 > 0.
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POSTACIE PROGRAMÓW LINIOWYCH
Posta¢ ogólna

Ogólna posta¢ programu liniowego jest nast¦puj¡ca:

n∑
j=1

cjxj → min(max) (1)

n∑
j=1

aijxj 6 bi (i = 1, . . . ,m) (2)

n∑
j=1

aijxj > bi (i = m+1, . . . , p) (3)

n∑
j=1

aijxj = bi (i = p+1, . . . , r) (4)

xj > 0 (j = 1,2, . . . , n1) (5)
xj 6 0 (j = n1 +1, . . . , n2) (6)
xj ∈ R (j = n2 +1, . . . , n). (7)
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Rozwi¡zaniem dopuszczalnym tego problemu nazywamy ka»dy

wektor zmiennych decyzyjnych:

x =


x1
x2
...
xn

 ∈ Rn,

który speªnia wszystkie warunki ograniczaj¡ce (2) − (7). Roz-

wi¡zaniem optymalnym tego problemu jest takie rozwi¡zanie do-

puszczalne dla którego funkcja celu (1) osi¡ga minimum (mak-

simum).
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Warunkami ograniczaj¡cymi (ograniczeniami) b¦dziemy w dal-

szym ci¡gu nazywa¢ warunki postaci (2)-(4) (zaw¦»aj¡c nieco

sens tego poj¦cia), natomiast warunki postaci (5)-(7) b¦dziemy

nazywa¢ warunkami brzegowymi.

Ponadto b¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cej terminologii:

cj - j-ta waga (wspóªczynnik) funkcji celu,

bi - i-ty wyraz wolny,

aij - wspóªczynnik macierzy ogranicze« w i-tym wierszu i j-tej

kolumnie,

gdzie j = 1, . . . , n oraz i = 1, . . . , r.
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Posta¢ standardowa programu liniowego

Program liniowy jest w postaci standardowej, je»eli

(i) jest to problem dotycz¡cy minimalizacji,

(ii) wszystkie ograniczenia s¡ równo±ciami,

(iii) wszystkie zmienne decyzyjne s¡ nieujemne.

Uwaga 1.Oznacza to, »e w postaci ogólnej wyst¦puj¡ tylko ogra-

niczenia typu (4) i warunki brzegowe typu (5).

Uwaga 2.Nale»y zauwa»y¢, »e nie ma jednoznaczno±ci w kwestii

nazewnictwa ró»nych postaci programu liniowego. W literaturze,

szczególnie polskiej, powy»sza posta¢ programu liniowego bywa

nazywana postaci¡ kanoniczn¡.
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Bardzo wygodnym sposobem zapisu programu liniowego w po-

staci standardowej jest zapis macierzowy. Mamy wtedy
cTx→ min
Ax = b
x > 0,

gdzie A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 - macierz ogranicze«,

b =


b1
b2
...
bm

 - wektor wyrazów wolnych,
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x =


x1
x2
...
xn

 - wektor zmiennych decyzyjnych,

c =


c1
c2
...
cn

 - wektor wag funkcji celu.

Uwaga 3.Przypomnijmy, »e symbol cT oznacza macierz transpo-

nowan¡ do macierzy jednokolumnowej c, tzn. cT = [c1, c2, . . . , cn],

natomiast symbol x > 0 oznacza, »e xj > 0 dla ka»dego j.
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SPROWADZANIE PROGRAMU LINIOWEGO DO

POSTACI STANDARDOWEJ

Pierwsz¡ faz¡ rozwi¡zywania programu liniowego metod¡ sym-

pleks jest sprowadzenie go do postaci standardowej.

Aby uzyska¢ równowa»n¡ dla danego zadania programowania li-

niowego posta¢ standardow¡ ka»dy warunek ograniczaj¡cy w po-

staci nierówno±ci zamieniamy na równo±¢, wprowadzaj¡c zwi¡-

zan¡ z nim tzw. zmienn¡ swobodn¡. Zmienne te wchodz¡ do

funkcji celu z zerowymi wagami, tzn. nie maj¡ na ni¡ wpªywu.
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Je»eli w programie liniowym warunek ograniczaj¡cy jest nierów-

no±ci¡ typu (2), tzn.

n∑
j=1

aijxj 6 bi,

to zwi¡zan¡ z nim zmienn¡ swobodn¡ de�niujemy jako

xn+i = bi −
n∑

j=1

aijxj.

Oczywi±cie jest xn+i > 0, przy czym jej nie ujemno±¢ wynika

wprost z jej okre±lenia.
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Je»eli w programie liniowym warunek ograniczaj¡cy jest nierów-

no±ci¡ typu (3), tzn.

n∑
j=1

aijxj > bi,

to zwi¡zan¡ z nim zmienn¡ swobodn¡ de�niujemy jako

xn+i =
n∑

j=1

aijxj − bi > 0.
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Przykªad 2.

Sprowadzimy teraz poni»szy program liniowy do postaci standar-

dowej. Rozwa»my program w postaci ogólnej:


−2x1 +4x2 +2x3 → max

2x1 +3x2 + x3 > 3
−4x1 +2x2 +3x3 6 5

x1 6 0, x3 > 0.
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Przeksztaªcaj¡c problem maksymalizacji na problem minimaliza-

cj¦ skorzystamy z faktu:

Uwaga 4. Poni»sze dwa programy liniowe s¡ sobie równowa»ne:
cTx→ max

Ax = b
x > 0,

⇐⇒


−cTx→ min

Ax = b
x > 0.

Stosujemy uwag¦ 4 i wprowadzamy zmienne swobodne x4 i x5,

co prowadzi do:


2x1 − 4x2 − 2x3 +0 · x4 +0 · x5 → min

2x1 +3x2 + x3 − x4 = 3
−4x1 +2x2 +3x3 + x5 = 5
x1 6 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0.
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Jeszcze nie wszystkie zmienne s¡ nieujemne. Dokonujemy zatem

zamiany zmiennych x1 i x2 w nast¦puj¡cy sposób:

x1 = −x′1, wtedy x
′
1 > 0 oraz x2 = x

′
2− x

′′
2, gdzie x

′
2 > 0 i x

′′
2 > 0.

Otrzymujemy ostatecznie program w postaci standardowej:


−2x′1 − 4x

′
2 +4x

′′
2 − 2x3 → min

−2x′1 +3x
′
2 − 3x

′′
2 + x3 − x4 = 3

4x
′
1 +2x

′
2 − 2x

′′
2 +3x3 + x5 = 5

x
′
1, x

′
2, x

′′
2, x3, x4, x5 > 0.

Uwaga 5.Ka»dy program liniowy (równie» sprzeczny) mo»na spro-

wadzi¢ do postaci standardowej.
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