Szeregi liczbowe

Wyktad nr 8 (Inzynieria sanitarna)
e Uwagi 0gdlne o szeregach
e Szeregi 0 wyrazach nieujemnych

e Szeregi przemienne



Przykfad 1. Dany kwadrat o polu powierzchni rownym 1 podzielmy
na dwie rowne czesci. Pole powierzchni jednej z nich oznaczmy
przez aq, a drugg podzielmy znow na rowne czesci. Pole powierzchni
Jjednej z nich oznaczmy przez ao, a druga podzielmy znow na
rowne czesci i tak dalej. Otrzymujemy nieskonczony cigg prosto-

kgtow o polach powierzchni ap = on dlan € N. (Rys.) Utworzmy
sume otrzymanych prostokgatow:

1 1 1 1

Statet Tt
I zauwazy, ze operacji dodawania, ze wzgledu na nieskonczong
liczbe sktadnikow, nie mozna efektywnie wykonac dodajac kole-
Jjne sktadniki. Z drugiej strony, ze wzgledu na konstrukcje ciggu
(an), nietrudno spostrzec, ze po dodaniu wszystkich jego wyrazow

suma wyniesie 1. Przyktad ten prowadzi do pojecia szeregu i jego
sumy.



Definicja 1. (nieskonczony szereg liczbowy)
Przez szereg liczbowy nieskonczony oznaczony symbolem

a1 +a>+---+an+... lub Zan
n=1

rozumiemy cigg sum:

»
-t
|

= az,
s> = aj + ay,

Liczby aq,ao,... nazywamy wyrazami szeregu, a symbol a, nazy-
wamy wyrazem ogolnym szeregu. Wyrazy ciagu (sp) nazywamy

oo
sumami czesciowymi szeregu > an.
n=1



Definicja 2. (szereg zbiezny) Mowimy, ze szereg jest zbiezny,
jezeli ciag sum czeSciowych (s,) jest zbiezny do granicy w+tasci-
wej s, ktdorg wowczas nazywamy sumag szeregu. Stosujemy oz-
naczenia:

o
Z an=s lub ay4+ax+ ---4an+---=s.
n=1

Szereg ktory nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.

Twierdzenie 1. (warunek konieczny zbieznoSci szeregu)

@)
Warunkiem koniecznym zbieznosSci kazdego szeregu > an Jest
n=1
to, aby jego wyraz ogolny dazyt do zera, tzn.

lim an, = 0.
n—00



Twierdzenie 2. (0 wytaczaniu statej przed szereg)
oo
Jezeli szereg > an jest zbiezny i jego suma rowna Sie s, a c

n=1
oo
Jjest liczbag statg, to szereg >  capn jest zbiezny i jego suma jest
n=1
0
rowna cs. Jezeli szereg > an jest rozbiezny, to przy c # 0 szereg

n=1

@)
> can jest tez rozbiezny.
n=1



Przyktad 2. Szereg geometryczny

@)
Zaqn_l, czyli a+ag+ag®+ - +ag" L+ ...

n=1
jest zbiezny, gdy |q| < 1 i wowczas suma jego wynosi

o

n—1 __ a
Zaq _1—q.

n=1

Szereg geometryczny jest natomiast rozbiezny, gdy |q| > 1.




Przyktad 3. Szereg harmoniczny

> 1 . 1 1 1
o = ezvli 14+4+ 4+ 4.
1" 2 3 n

jest rozbiezny do oo.

Przyktad 4. Szereg harmoniczny rzedu o

< 1 . 1 1 1

Zlﬁ, czyli 1—|—2a—|—3a—|—---—|—@+...,
n=—

gdzie a« > 0 jest dla o« > 1 zbiezny, a dla o« < 1 jest rozbiezny.

Dla o« = 1 otrzymujemy szereg harmoniczny.



Twierdzenie 3. (kryterium Cauchy’'ego™)

@)
Dla szeregu >  an O nieujemnych wyrazach przyjmijmy:
n=1

p .= |lim Yanp.

n—aoo

Jezeli

@)
e p <1, to szereg > an jest zbiezny;
n=1

e p>1, to szereg ten jest rozbiezny;

e p=1, to szereg ten moze byC zbiezny albo rozbiezny.

*Augustin Louis Cauchy (1789-1857) - matematyk francuski.



Twierdzenie 4. (kryterium d’Alemberta*)

@)
Dla szeregu >  an O dodatnich wyrazach przyjmijmy:
n=1

, a
p:= lim -t
n—oo an,

Jezeli

oo
e p< 1, to szereg > an jest zbiezny;
n=1

e p>1, to szereg ten jest rozbiezny;

e p=1, to szereg ten moze byC zbiezny albo rozbiezny.

*Jean Le Rond d’'Alembert (1717-1783) - filozof i matematyk francuski.
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Cwiczenie 1. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu:
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Twierdzenie 5. (kryterium poréwnawcze)
Jezeli dla dowolnych dwoch szeregow o wyrazach nieujemnych

©.@) ©.@)
> an i Y, by istnieje ng € N takie, ze
n=1 n=1

an < by dlan = ng,

@) @)
to ze zbieznosSci szeregu > b, wynika zbieznosSC szeregu > an
n=1 n=1

@) @)
| z rozbieznosci szeregu > an Wynika rozbieznosSC szeregu > by,.
n=1 n=1
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Uwaga 1. Przy stosowaniu kryterium porownawczego do bada-
nia zbieznoSci niektdorych szeregdw pomocne beda nastepujace
nierOwnosci:

a) gg In(1+x) <x dla x € [0,2],

b) ggsinaz <z dlaze|o,3],

Cc) sine <x<tanz dla z € [0,2),

d) z < tanz < 2z dla z € [0, 3].

Cwiczenie 2. 1Zbadaj zbieznosSC szeregow:
@)
mn .
a) > 2"™tan 20

n=1

b) % Sin (tan l)

n=1 n

o i (1+%); d) nil(\/n2+1—n).

n=1MnN
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Definicja 3. (szereg przemienny)

o0

Szereg > an nNazywamy przemiennym, jezeli jego wyrazy S3a
n=1

naprzemian dodatnie i ujemne.

Twierdzenie 6. (kryterium Leibniza*)

o

Jezeli w szeregu przemiennym > an pPOCZawszy od pewnego
n=1

miejsca ng bezwzgledne wartosci wyrazow szeregu dazga mono-

tonicznie do zera, tzn. dla kazdego n > ng spéetnione sg warunki:

‘an—l—l‘ < |Cl,n|,
lim an — O,
n—aoo

to szereg jest zbiezny.

*Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) - filozof, matematyk, prawnik
i dyplomata niemiecki
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Cwiczenie 3. Zlbadaé zbieznos¢ szeregow:
oo
n=1 n

b) ¥ (-1 I3 - 1);

C) % (—=1)"sinn.
n=1
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Twierdzenie 7. (kryterium bezwzglednej zbieznosci)

oo
Jezeli szereg Y. |anl|, kKtorego wyrazy rowne sq wartosciom bezwzgle-
n=1

©.@) ©.@)
dnym wyrazow szeregu > an, jest zbiezny, to i szereg > an jest
n=1 n=1
zbiezny.

Definicja 4. (szereg bezwzglednie zbiezny)

@)
Szereg > an Nazywamy szeregiem bezwzglednie zbieznym, jezeli
n=1

oo
szereg Y. |an| jest zbiezny.
n=1
Definicja 5. (szereg warunkowo zbiezny)

Szeregiem warunkowo zbieznym nazywamy szereg zbiezny, ktory
nie jest bezwzglednie zbiezny.
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Przyktad 5. Szereg
< (=1t

2.

n=1

n2

oo 1

Jjest bezwzglednie zbiezny, poniewaz szereg > — jest zbiezny
n=1MNn

jako szereg harmoniczny rzedu o = 2.

Przyktad 6. Szereg anharmoniczny
2 (=1t

2.

n=1
Jjest warunkowo zbiezny. Rzeczywiscie szereg ten na podstawie
Kryterium Leibniza jest zbiezny, a nie jest bezwzglednie zbiezny,
gdyz szereqg bezwzglednych wartosci jego wyrazow stanowi roz-

n

©.@)
biezny szereg harmoniczny > —.
n=1MN
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Cwiczenie 4. Zbadac zbieznos¢ szeregow:
a) 3o ()
o0 n—1\"

C) % (—1)"sin l
n=1 n

00 1yt g n—l.
) ngl( b (3) '
e 52 U1

n=1 logn
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