Geometria analityczna w przestrzeni

Wyktad (Budownictwo)
Wektory
Iloczyn skalarny i wektorowy
Rownanie ptaszczyzny i prostej

Wzajemne potozenia punktow, prostych i ptaszczyzn



Definicja 1. (przestrzer R3)
Przestrzenig R3 nazywamy zbidr wszystkich uporzgadkowanych
tréjek (z, vy, z) liczb rzeczywistych, tzn.

R3 = {(z,y,2) : z,y,2 € R}.



Definicja 2. (punkty wspodtliniowe)
Mowimy, ze punkty A, B,C przestrzeni R3 sg wspotliniowe, gdy
istnieje prosta, do ktdrej nalezg te punkty.

Definicja 3. (punkty wspotptaszczyznowe)
Mowimy, ze punkty D, E, F, G przestrzeni R3 sg wspotptaszczyznowe,

gdy istnieje ptaszczyzna, do ktdrej nalezg te punkty.

Rysunek 1. Punkty wspotliniowe i wspotptaszczyznowe.



Twierdzenie 1. (wspdtrzedne Srodka odcinka)
Wspotrzedne punktu S dzielgcego odcinek AB na potowy wyrazajg
sie wzorem :

a1 + b1 __ax+ by __az+b3
81_T7 82_77 83_77

gdzie A = (ay1,ap,a3) i B = (b1,bp,b3).

Cwiczenie 1. Niech A = (—-1,2,5) oraz B = (1,10,—-7). Obliczyc
wspotrzedne sSrodka odcinka AB.



Definicja 4. (wektor zaczepiony)

Wektorem zaczepionym E nazywamy wektor o poczatku w
punkcie A i koncu w punkcie B. Jezeli A = (a1,a2,a3), B =
(bl,bg,bg,), wOwCzas

—
AB = [b1 —a1,bo — ap, b3 — az].

Definicja 5. (wektor swobodny)
Wektorem swobodnym 4 nazywamy zbidr wszystkich wektordow
zaczepionych w roznych punktach, ktére majg ten sam kierunek,
zwrot oraz dtugosSC co wektor .

Rysunek 2. Wektory zaczepione i swobodne.



Definicja 6. (dziatania na wektorach)
H
Niech dane beda wektory @ = [a1,ao,a3], b = [by, bo, b3].
%
Sume wektoréw @ i b okreSlamy wzorem:

N
@ + b :=[a1 +b1,a2 + b2, a3 + b3].

. % pd
R&znice wektorow @ i b okreSlamy wzorem:
— T
a — b :=la1 —by1,ap — by, a3 — b3].
Iloczyn wektora @ = [aq,ao,a3] przez liczbe a € R okreSlamy
wzorem:
— .
ad = |[aaq, aan, aaz].

Rysunek 3. Suma i roznica wektorow.

Rysunek 4. Iloczyn wektora przez liczbe.



Twierdzenie 2. (warunek rownolegtosci wektoréw )
Wektory & = [a1,ao,a3] i b = [b1,bo,b3] Sg rownolegte wtedy i
tylko wtedy, gdy

ap _ a» _ as

by by b3




Definicja 7. (kartezjanski* uktad wspotrzednych w przestrzeni)
Uktadem wspotrzednych w przestrzeni nazywamy trzy ustalone,
wzajemnie prostopadte proste zwane osiami, przecinajace sie w
jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu.

*René Descartes (1596-1650) - matematyk i filozof francuski



Definicja 8. (wersory osi uktadu wspdotrzednych)
— —
Wektory i = [1,0,0], j = [0,1,0], £ = [0,0,1] nazywamy

wersorami odpowiednio na osiach z,y i z.

Rysunek 5. Wersory osi uktadu wspotrzednych.



Definicja 9. (dtugos¢ wektora)
Dtugos¢ wektora @ = [a1, ao, a3] jest okreSlona wzorem:

a| = \/a% —I—a% —I—a%.

Cwiczenie 2. Obliczy¢ dtugosci podanych wektorow:
a) w =1[-3,0,4];

b) v =[v2,v3,V31],

c) AB, gdzie A= (2,1,-3), B=(-1,1,4).



Definicja 10. (iloczyn skalarny)
_>
Niech @, b beda dowolnymi wektorami w R3. Iloczyn skalarny
H
wektoréow @ i b okreSlamy wzorem:

Tob=|a| ‘7‘@05%

_>_)

gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami a i b.

Twierdzenie 3. (warunek konieczny prostopadtosci wektordw)
_>
Jezeli wektory @ i b sg prostopadte, to wowczas

E)O?ZO.
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Twierdzenie 4. (wzor do obliczania iloczynu skalarnego)

ﬁ
Niech @ = [a1,a0,a3] i b = [by,b,b3] beda wektorami w R3.
Wtedy

., =
a o b =aib; + arby 4+ az3b3.

Cwiczenie 3. Obliczy¢ iloczyn skalarny podanych wektorow:
a) ﬂ) — [_1727 _3]r 7 — [2707 _1]r
b) w = [vV2,V3,V5], v = [V8,—Vv27,0].
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Definicja 11. (iloczyn wektorowy)

Niech 7,? beda niewspoétliniowymi wektorami w R3. Iloczynem
wektorowym uporzadkowanej pary wektorow a i ? nazywamy
wektor ¢, ktéry spetnia warunki:

1. jest prostopadty do ptaszczyzny rozpietej na wektorach « i
b

2. jego dtugos
wektorach @ i

jest rowna polu rownolegtoboku rozpietego na

(@)

= |d|- (?‘ -sin ¢,

gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami a i 7

. . PR - RN - . —_ . . .
3. orientacja trojki wektorow a’, b 1 ¢ jest zgodna z orientacja
uktadu wspotrzednych.
_ . >
Iloczyn wektorowy pary wektorow a i b o0znaczamy przez a X b .
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Twierdzenie 5. (wzor do obliczania iloczynu wektorowego)

Niech @ = [a1,an,as] oraz b = [by, bo, b3] beda wektorami w R3.
Wtedy

— - —
(2|
%
EX b — a’l a,2 a,3 ,
b1 b2 03

— —
J

gdzie 1, 53, k oznaczajg wersory odpowiednio na osiach x,y i z.
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Cwiczenie 4. Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wek-
torow:

a) ﬂ) — [_17275]1 ? — [2707_3];
b) W =[-1,-3,4], v = [5,6,-2].
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Twierdzenie 6. (rownanie normalne ptaszczyzny)

Rownanie ptaszczyzny « przechodzgcej przez punkt Py = (xg, Y0, 20)
i prostopadtej do wektora w = [A, B,C] ma postac:

7 A(x —xg) + B(y —yo) + C(2 — 209) = 0.

Wektor m nazywamy wektorem normalnym tej ptaszczyzny.
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Cwiczenie 5. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
punkt P = (—1,2,0) i prostopadtej do wektora w = [2,—3,1].

Cwiczenie 6. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez

srodek odcinka AB, gdzie A = (3,2,—1), B = (5,0,7) i prostopadtej
do tego odcinka.
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Twierdzenie 7. (rownanie ogdlne ptaszczyzny)
Kazde rownanie postaci:

m.Ax+ By+Cz+ D =0,

gdzie |A| + |B| + |C| > O, przedstawia ptaszczyzne. Ptaszczyzna
ta ma wektor normalny w = [A, B,C] i przecina oS z w punkcie

D
= ——,01ileC 0.
Z C #
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Cwiczenie 7. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
punkt P = (3,—2,5) i rownolegtej do ptaszczyzny xOz.

Cwiczenie 8. Napisac rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
punkt Q@ = (1,3,—-2) i przez oS y.
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Twierdzenie 8. (rownanie parametryczne prostej)
Rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (x0,vy0,20) |
rownolegtej do wektora v = [a, 3,7] jest postaci:

(

r = xg + at,
1y = yo + Bt,
|z = 20 + 71,
gdzie t € R. Wektor W nazywa sie wektorem kierunkowym

prostej.
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Cwiczenie 9. Napisac rownanie parametryczne prostej przechodzacej
przez punkt P = (—1,0, 3) i rownolegtej do wektora v = [2,—1, 5].

Cwiczenie 10. Napisaé rownanie parametryczne prostej prze-
chodzacej przez punkty P =(1,2,3) i Q = (3,2,1).
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Twierdzenie 9. (rownanie Kierunkowe prostej)
Rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (xg,y0,20) |

wyznaczonej przez niezerowy wektor kierunku v = [a, 3,~] Jjest
postaci:

o' 6] g
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Cwiczenie 11. Znalez¢ punkty przeciecia prostej

r—1 y+2 =2-5
2 4 1
Z ptaszczyznami uktadu wspotrzednych.

[ :

Cwiczenie 12. Zbadaé, czy proste

l_:v—l_y—i—Q_z l_w—l—l_y—i—ll z+1
L7 7T 1 T 3 201 T2 1

maja punkt wspolny.
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Definicja 12. (réwnanie krawedziowe prostej)
Prosta [, ktora jest czeScig wspolng dwdch nierdwnolegtych ptaszczyzn

™1 - Alaj+Bly—|-Clz—|-D1 = 0, T . Agfc—|—BQy+ng—|—D2 = 0,
bedziemy zapisywaC w postaci:

;. JA1r+ By + Ciz+ D1 =0,
Aox + Boy + Coz + Dy = 0.
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Twierdzenie 10. (o wektorze kierunkowym prostej w postaci
krawedziowej)

Wektor kierunkowy prostej

;. JA1r+ By + C1z+ D1 =0,
Aox + Boy + Coz + Dy =0
ma postac

v = [AlaBlacl] X [A2732702]'
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Cwiczenie 13. Prostg

/- 6x +2y — 2z —9 =0,
|3z +2y+22—-12=0

zapisaC w postaci parametrycznej.

Cwiczenie 14. Znalez¢ punkt przeciecia prostej

o Jrtytz+4=0,
13z 4+y—24+2=0

Z ptaszczyzng xzOz.
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Definicja 13. (rzut punktu na ptaszczyzne i na prostg)
Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne w nazywamy

punkt P’ tej ptaszczyzny spefniajacy warunek:
—>

PP 1.
Rzutem prostokatnym punktu P na prosta I nazywamy punkt P’

tej prostej spetniajacy warunek:
—

PP 11.

Uwaga 1. Wektor jest prostopadty do ptaszczyzny, jezeli jest
prostopadty do kazdego wektora zawartego w tej ptaszczyznie.
Podobnie wektor jest prostopadty do prostej, jezeli jest prostopadty
do kazdego wektora zawartego w tej prostej.

26



Cwiczenie 15. Znalez¢ rzut prostokatny punktu P = (3,—-2,1)
na ptaszczyzne w . 2x —y + 3z = 0.

Cwiczenie 16. Znalez¢ rzut prostokatny punktu P = (2,—-1,4)

naprostal:%: gy

-1 -3
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