
Ukªady równa« liniowych

Wykªad

• Podstawowe okre±lenia

• Wyznacznik macierzy - metoda Sarrusa i metoda Gaussa

• Ukªady Cramera

• Dowolne ukªady (kwadratowe i niekwadratowe)



De�nicja 1. (macierz rzeczywista i zespolona)

Macierz¡ rzeczywist¡ (zespolon¡) wymiaru m×n, gdzie m,n ∈ N,
nazywamy prostok¡tn¡ tablic¦ zªo»on¡ z m ·n liczb rzeczywistych

(zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach.

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
... ... . . . ... . . . ...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
... ... . . . ... . . . ...

am1 am2 · · · amj · · · amn



Uwaga 1.Macierze b¦dziemy oznaczali du»ymi literami alfabetu,

np. A,B,X itp. Element macierzy A stoj¡cy w i-tym wierszu

oraz w j-tej kolumnie oznaczamy przez aij.
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Twierdzenie 1. ( równo±¢ macierzy)

Macierze A i B s¡ równe, gdy maj¡ te same wymiary m× n oraz

aij = bij dla ka»dego 1 6 i 6 m oraz 1 6 j 6 n.

Przykªad 1.Macierz

A =

[
1 0 −3
5 7 0

]
jest macierz¡ rzeczywist¡ wymiaru 2× 3, natomiast macierz

B =

 1− i i
−5+ 2i 2i
−1+ 3i −i


jest macierz¡ zespolon¡ wymiaru 3× 2.
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De�nicja 2. (macierz zerowa)

Macierz wymiaru m × n, której wszystkie elementy s¡ równe 0

nazywamy macierz¡ zerow¡ wymiaru m × n i oznaczamy przez

0m×n lub 0.

0m×n =


0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 0


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De�nicja 3. (macierz kwadratowa)

Macierz, której liczba wierszy równa si¦ liczbie kolumn nazywamy

macierz¡ kwadratow¡. Liczb¦ wierszy (kolumn) nazywamy wtedy

stopniem macierzy kwadratowej. Elementy macierzy, które maj¡

ten sam numer wiersza co kolumny, tworz¡ gªówn¡ przek¡tn¡

macierzy. 
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


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De�nicja 4. (macierz trójk¡tna)

Macierz kwadratow¡ stopnia n > 2, w której wszystkie elementy

stoj¡ce nad gªówn¡ przek¡tn¡ s¡ zerowe nazywamy macierz¡ trój-

k¡tn¡ doln¡.

Macierz kwadratow¡ stopnia n > 2, w której wszystkie elementy

stoj¡ce pod gªówn¡ przek¡tn¡ s¡ zerowe nazywamy macierz¡

trójk¡tn¡ górn¡.


a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
a31 a32 a33 · · · 0
... ... ... . . . ...

an1 an2 an3 · · · ann




a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n
0 0 a33 · · · a3n
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ann


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De�nicja 5. (macierz diagonalna)

Macierz kwadratow¡ stopnia n > 2, w której wszystkie elementy,

poza stoj¡cymi na gªównej przek¡tnej, s¡ zerowe nazywamy ma-

cierz¡ diagonaln¡. 
a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ann


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De�nicja 6. (macierz jednostkowa)

Macierz diagonaln¡ stopnia n, w której wszystkie elementy gªów-

nej przek¡tnej s¡ równe 1, nazywamy macierz¡ jednostkow¡ i

oznaczamy przez In lub przez I.

In =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1


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De�nicja 7. (wyznacznik macierzy)

Niech n b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Wyznacznikiem nazywa-

my funkcj¦ rzeczywist¡ (zespolon¡) det okre±lon¡ na zbiorze ma-

cierzy kwadratowych stopnia n speªniaj¡c¡ warunki:

1. det [k1 . . . ckj . . . kn] = cdet [k1 . . . kj . . . kn]

dla ka»dego c ∈ R(c ∈ C), gdzie kj oznacza j-t¡ kolumn¦ macie-

rzy;

2. det [k1 . . . kj + k
′
j . . . kn] = det [k1 . . . kj . . . kn]+det [k1 . . . k

′
j . . . kn];

3. det [k1 . . . ki . . . kj . . . kn] = −det [k1 . . . kj . . . ki . . . kn];

4. det In = 1.
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Uwaga 2.Wyznacznik macierz A oznaczamy tak»e przez det[aij]

lub |A|, a w formie rozwini¦tej przez

det


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 lub

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

B¦dziemy mówili zamiennie: stopie« wyznacznika ←→ stopie«

macierzy, element wyznacznika ←→ element macierzy, wiersz

wyznacznika ←→ wiersz macierzy, kolumna wyznacznika ←→ ko-

lumna macierzy.
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Twierdzenie 2. ( reguªa Sarrusa* obliczania wyznaczników

stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego):

det [a] = a,

det

[
a b
c d

]
= ad− bc,

det

 a b c
d e f
g h i

 = aei+ bfg + cdh− ceg − afh− bdi.

Uwaga 3. Sposób ten nie przenosi si¦ na wyznaczniki wy»szych

stopni.

*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) - matematyk francuski.
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�wiczenie 1.Oblicz wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣ −2 3
5 7

∣∣∣∣∣ ;
b)

∣∣∣∣∣ 1+ i 5i
−4 3− 2i

∣∣∣∣∣ ;
c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 0 1
5 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ ;
d)

∣∣∣∣∣∣∣
i 1 1− i
0 −2 4+ 3i
2i 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ .

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna wyznaczników drugiego

i trzeciego stopnia.
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Twierdzenie 3. (wyznacznik macierzy trójk¡tnej)

Wyznacznik macierzy trójk¡tnej dolnej lub górnej jest równy ilo-

czynowi elementów stoj¡cych na jego gªównej przek¡tnej.

�wiczenie 2.Oblicz wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 2 0
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ ;

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− i 1+ i 2 4− 3i
0 2i 3− i −2+ i
0 0 −3 −i
0 0 0 5i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Algorytm Gaussa obliczania wyznaczników

Niech A = [aij] b¦dzie macierz¡ kwadratow¡ stopnia n > 3 oraz

niech a11 6= 0. Wówczas stopie« wyznacznika macierzy A mo»na

obni»y¢ o 1 stosuj¡c nast¦puj¡cy schemat:

detA = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a12
a11

· · ·
a1n
a11

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a12
a11

· · ·
a1n
a11

0 a′22 · · · a′2n... ... . . . ...
0 a′n2 · · · a′nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣
a′22 · · · a′2n... . . . ...
a′n2 · · · a′nn

∣∣∣∣∣∣∣ ,
gdzie a′ij = aij − ai1

a1j

a11
.
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Uwaga 4. Zamiast elementu a11 mo»na wybra¢ inny niezerowy

element i analogicznie przeksztaªci¢ odpowiednie wiersze.

�wiczenie 3.Obliczy¢ podane wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 0 −3 1
5 2 −2 0
−5 1 4 2
0 7 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1 2 1
−2 3 1 4 3
1 4 2 3 1
5 1 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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De�nicja 8. (ukªad równa« liniowych)

Ukªadem m równa« liniowych z n niewiadomymi x1, x2, . . . , xn,

gdzie m,n ∈ N nazywamy ukªad równa« postaci:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

gdzie aij, bi ∈ R dla 1 6 i 6 m oraz 1 6 j 6 n.

De�nicja 9. (rozwi¡zanie ukªadu równa«)

Rozwi¡zaniem ukªadu równa« liniowych nazywamy ci¡g (x1, x2, . . . , xn)

liczb rzeczywistych speªniaj¡cych ten ukªad.
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De�nicja 10. (ukªad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony)

Rozpatrzmy dowolny ukªad równa« liniowych. Zachodzi jedna

z trzech mo»liwo±ci:

1. Zbiór rozwi¡za« jest zbiorem pustym. Ukªad taki nazywamy

ukªadem sprzecznym.

2. Zbiór rozwi¡za« zawiera dokªadnie jeden element. Ukªad taki

nazywamy ukªadem oznaczonym.

3. Zbiór rozwi¡za« zawiera niesko«czenie wiele elementów. Ukªad

taki nazywamy ukªadem nieoznaczonym.
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De�nicja 11. (posta¢ macierzowa ukªadu równa«)

Ukªad równa« liniowych mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX = B,

gdzie

A :=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 , X :=


x1
x2
...
xn

 , B :=


b1
b2
...
bn

 .
Macierz A nazywamy macierz¡ wspóªczynników lub macierz¡

gªówn¡ ukªadu, macierz X - macierz¡ niewiadomych, macierz

B - macierz¡ wyrazów wolnych.
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�wiczenie 4. Podane ukªady równa« zapisa¢ w postaci

macierzowej:

a)


3x1 +2x2 = 5

7x1 − 4x2 = 3

x1 − x2 = 0

;

b)


x− 2y +3z = 1

3y − 2z = 0

x+ t = 3

x+ z − 3u = −5

.
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De�nicja 12. (ukªad Cramera*)

Ukªadem Cramera nazywamy ukªad równa« liniowych

AX = B,

w którym A jest kwadratow¡ macierz¡ nieosobliw¡.

*Gabriel Cramer (1704-1752) - matematyk szwajcarski.
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Twierdzenie 4. (wzory Cramera)

Ukªad Cramera AX = B ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie okre-

±lone wzorami: 

x1 =
detA1

detA

x2 =
detA2

detA
. . . . . . . . . . .

xn =
detAn

detA
,

gdzie Aj dla 1 6 j 6 n jest macierz¡ uzyskan¡ z macierzy A przez

zast¡pienie w niej j-tej kolumny kolumn¡ wyrazów wolnych.
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�wiczenie 5. Rozwi¡za¢ ukªady równa«:

a)

x+5y = 2

−3x+6y = 15
;

b)


3x+ y − 2z = 6

x− 2y +5z = 4

x+ y + z = 8

.
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De�nicja 13. (macierz uzupeªniona)

Macierz¡ uzupeªnion¡ nazywamy macierz powstaª¡ z macierzy

A przez doª¡czenie kolumny wyrazów wolnych. Macierz uzupeª-

nion¡ oznaczamy przez U .

De�nicja 14. (równowa»no±¢ ukªadów równa«)

Mówimy, »e ukªady równa« liniowych

AX = B i A′X ′ = B′

s¡ równowa»ne, je»eli zbiory ich rozwi¡za« s¡ identyczne.
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Twierdzenie 5. (o równowa»nym przeksztaªcaniu ukªadów)

Nast¦puj¡ce operacje na wierszach macierzy uzupeªnionej U ukªadu

równa« liniowych AX = B przeksztaªcaj¡ go na ukªad równo-

wa»ny:

1. zamiana mi¦dzy sob¡ wierszy;

2. mno»enie wiersza przez staª¡ ró»n¡ od zera;

3. dodanie do ustalonego wiersza innego wiersza pomno»onego

przez staª¡;

4. skre±lenie wiersza zªo»onego z samych zer;

5. skre±lenie jednego z równych lub proporcjonalnych wierszy;

6. zamiana miejscami dwóch kolumn (przy jednoczesnej zamia-

nie niewiadomych).
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych ukªadów równa«

liniowych

Niech AX = B b¦dzie ukªadem równa« liniowych, gdzie A jest

macierz¡ wymiaru m× n. Wówczas ukªad ten rozwi¡zujemy na-

st¦puj¡co:

1. budujemy macierz uzupeªnion¡ postaci:

U =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
... ... . . . ... ...

am1 am2 · · · amn bm

 ;
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2. na macierzy rozszerzonej dokonujemy równowa»nych prze-

ksztaªce« ukªadu sprowadzaj¡c j¡ do postaci:

U ′ =


1 0 · · · 0 s1r+1 · · · s1n z1
0 1 · · · 0 s2r+1 · · · s2n z2
... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 · · · 1 srr+1 · · · srn zr
0 0 · · · 0 0 · · · 0 zr+1

 ,

przy czym ostatni wiersz mo»e nie pojawi¢ si¦ wcale albo wyst¡pi

ze wspóªczynnikiem zr+1 6= 0.

Uwaga 5. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to tzw.

rz¡d macierzy.
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Wówczas,

a) je»eli zr+1 6= 0, to ukªad AX = B jest sprzeczny;

b) je»eli ostatni wiersz macierzy U ′ nie pojawi si¦ i n = r, to ukªad

AX = B jest oznaczony i jego jedyne rozwi¡zanie jest postaci
x1 = z1
x2 = z2
. . . . . . .

xn = zn,

;

c) je»eli ostatni wiersz macierzy U ′ nie pojawi si¦ i n > r, to ukªad

AX = B jest nieoznaczony.
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�wiczenie 6. Rozwi¡» podane ukªady równa«:

a)


x− y − 2z +2t = −2
5x− 3y − z + t = 3

2x+ y − z + t = 1

3x− 2y +2z − 2t = −4

; b)


x+6y − z = 0

−x− 4y +5z = 6

3x+17y = 2

2x+13y +5z = 8

;

c)


x+2y +3z − t = −1
3x+6y +7z + t = 5

2x+4y +7z − 4t = −6
.
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