Uktady rownan liniowych

Wyktad
Podstawowe okreSlenia
Wyznacznik macierzy - metoda Sarrusa i metoda Gaussa
Uktady Cramera

Dowolne uktady (kwadratowe i niekwadratowe)



Definicja 1. (macierz rzeczywista i zespolona)

Macierzg rzeczywista (zespolong) wymiaru m x n, gdzie m,n € N,
nazywamy prostokatng tablice ztozong z m-n liczb rzeczywistych
(zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach.
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Uwaga 1. Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami alfabetu,
np. A,B,X itp. Element macierzy A stojacy w -tym wierszu

oraz w j-tej kolumnie oznaczamy przez aj-



Twierdzenie 1. (rownosSC macierzy)
Macierze A i B sg rowne, gdy maja te same wymiary m X n oraz
a;j = bj; dla kazdego 1 <i<m oraz1l<j<n.

Przyktad 1. Macierz

1 0 -3
=157 %)

jest macierzg rzeczywistg wymiaru 2 X 3, natomiast macierz
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jest macierzg zespolong wymiaru 3 X 2.



Definicja 2. (macierz zerowa)

Macierz wymiaru m X n, ktorej wszystkie elementy sg rowne O
nazywamy macierza zerowa wymiaru m X n I 0znaczamy przez
Omxn lub O.
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Definicja 3. (macierz kwadratowa)

Macierz, ktorej liczba wierszy rowna sie liczbie kolumn nazywamy
macierzg kwadratowa. Liczbe wierszy (kolumn) nazywamy wtedy
stopniem macierzy kwadratowej. Elementy macierzy, ktore maja
ten sam numer wiersza co kolumny, tworzg gtdwng przekatng
macierzy.
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Definicja 4. (macierz trojkatna)
Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy

stojace nad gtdwnag przekatng sg zerowe nazywamy macierzg troj-
katng dolna.

Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy
stojgce pod gtdbwng przekatng sa zerowe nazywamy macierza
trojkatng gorna.
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Definicja 5. (macierz diagonalna)

Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy,
poza stojacymi na gtdwnej przekatnej, sg zerowe nazywamy ma-
cierzg diagonalng.
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Definicja 6. (macierz jednostkowa)

Macierz diagonalng stopnia n, w ktorej wszystkie elementy gtow-
nej przekatnej sg rowne 1, nazywamy macierzg jednostkowq i
oznaczamy przez I, lub przez I.
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Definicja 7. (wyznacznik macierzy)

Niech n bedzie ustalong liczba naturalng. Wyznacznikiem nazywa-
my funkcje rzeczywistg (zespolong) det okreSlong na zbiorze ma-
cierzy kwadratowych stopnia n spetniajgca warunki:

1. det[kl...ckj...kn] :Cdet[kl...kj...kn]

dla kazdego c € R(c € C), gdzie k; oznacza j-ta kolumng macie-
rzy;

2. det[ky...kj+k;.. ko) =det[ky...kj.. knl+detlky.. k... kn];
4. detl, = 1.



Uwaga 2. Wyznacznik macierz A oznaczamy takze przez detla;;]
lub |A|, a w formie rozwinietej przez

[ a11 aip - aip | a1l aip -+ Qip

a a e o o a a a e o o a
e B lub ot e
| Gnl Anp2 - Aann | Apl ap2 - 0ann

Bedziemy mowili zamiennie: stopien wyznacznika <— stopien
macierzy, element wyznacznika <— element macierzy, wiersz
wyznacznika +— wiersz macierzy, kolumna wyznacznika <— Kko-
lumna macierzy.



Twierdzenie 2. (reguta Sarrusa* obliczania wyznacznikow
stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego):

det

L Q. <

> 0O o

S O

det [a] = a,
det[a b] — ad — be,
c d

= aet +bfg + cdh — ceqg — afh — bds.

Uwaga 3. SposOb ten nie przenosi sie na wyznaczniki wyzszych

stopni.

*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) - matematyk francuski.
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Cwiczenie 1. Oblicz wyznaczniki:

-2 3
Al 5 7]
14+4i 5i |
b) —4 3 -2 |
1 2 3
c)|—-2 0 1/;
5 1 3
1 1 1—2
d)| 0 —2 443
27 O 5

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna wyznacznikow drugiego
| trzeciego stopnia.
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Twierdzenie 3. (wyznacznik macierzy trdjkatnej)
Wyznacznik macierzy trojkatnej dolnej lub gornej jest rowny ilo-
czynowi elementow stojacych na jego gtownej przekatnej.

Cwiczenie 2. Oblicz wyznaczniki:

1 O O
a)| -1 2 0/;
1 —2 3
1—2 142 2 4 — 32
0 2t 3 —1 —241
b) 0 0 —3 —1
0 0] 0 51
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Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikow

Niech A = [a,z'j] bedzie macierzg kwadratowa stopnia n > 3 oraz
niech a11 # 0. Wowczas stopien wyznacznika macierzy A mozna
obnizy€C o 1 stosujac nastepujacy schemat:

| 12 o L M2 1
ailil aiil a’/].l a’/ll
detA=aq1|a21 a22 -+ app |=aqy1|0 apy -+ ap,
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= ai1 : : ,
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gdzie a;j = Q5 — ail—]

aiil
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Uwaga 4. Zamiast elementu a17 mozna wybraC inny niezerowy
element i analogicznie przeksztatci€C odpowiednie wiersze.

Cwiczenie 3. Obliczy¢ podane wyznaczniki:

5 0 -3 1 31 -1 21
5 2 —2 0 23 14 3
)| _ 51 4 2 b)\ 1 4 231
07 6 1 51 2 3 2
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Definicja 8. (uktad réwnan liniowych)
Uktadem m rownan liniowych z n niewiadomymi xq1,xo,...,Zn,
gdzie m,n € N nazywamy uktad rownan postaci:

,
a11T1 + a12T2 + -+ aipTn = b1
an>1x1 + agoxo + - - - 4+ appxn = bo

L Am1TL1 + apoxo + - + amnTn = b,
gdzie a;;,b; e Rdlal<i<morazl<j<n.

Definicja 9. (rozwigzanie uktadu rownan)

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag (z1, o, ...

liczb rzeczywistych spetniajgcych ten uktad.
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Definicja 10. (uktad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony)
Rozpatrzmy dowolny uktad rownan liniowych. Zachodzi jedna

z trzech mozliwosci:
1. Zbidr rozwigzan jest zbiorem pustym. Uktad taki nazywamy

uktadem sprzecznym.
2. Zbidr rozwigzan zawiera doktadnie jeden element. Uktad taki

nazywamy uktadem oznaczonym.
3. Zbidr rozwigzan zawiera nieskonczenie wiele elementow. Uktad

taki nazywamy uktadem nieoznaczonym.
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Definicja 11. (posta¢ macierzowa uktadu rownan)
Uktad rownan liniowych mozna zapisaC w postaci macierzowej:

AX = B,
gdzie
[ a11 aip - a1y | [ 21 | [ b1 |
A= | @21 @22 0 @2n | x| T2 | g b_z
;1 Gm2 c Amn | T | bn |

Macierz A nazywamy macierzg wspotfczynnikdow lub macierzg
gtdbwng uktadu, macierz X - macierzg niewiadomych, macierz
B - macierza wyrazow wolnych.
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Cwiczenie 4. Podane uktady rownan zapisac w postaci
macierzowej:

(3331—|—2x2 =5
a)7x1 —4x> =3 ;
|z1 —22 =0

fw—2y—|—3z=1
3y —2z2=20
r+t=3
\x—l—z—3u=—5
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Definicja 12. (uktad Cramera*)
Uktadem Cramera nazywamy ukfad rownan liniowych

AX = B,

w ktorym A jest kwadratowg macierzg nieosobliwg.

*Gabriel Cramer (1704-1752) - matematyk szwajcarski.
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Twierdzenie 4. (wzory Cramera)
Uktad Cramera AX = B ma doktadnie jedno rozwigzanie okre-
Slone wzorami:

( det A4
1= et A
éjet Ao
To =
X det A
""" det Ay,
In — ,
\ det A

gdzie A; dla 1 < j < n jest macierzq uzyskang z macierzy A przez
zastgpienie w niej j-tej kolumny kolumng wyrazow wolnych.
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Cwiczenie 5. Rozwigza¢ uktady rownan:

’

2) {:U—|-5y=2
—3x + 6y = 15

(3x—|—y—22=6
b){z—2y+5z=4
lz+y+2=38
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Definicja 13. (macierz uzupetniona)

Macierzg uzupetniong nazywamy macierz powstata z macierzy
A przez dotaczenie kolumny wyrazow wolnych. Macierz uzupet-
niong oznaczamy przez U.

Definicja 14. (rownowaznos¢ uktadow réwnan)
Mowimy, ze uktady rownan liniowych

AX =B i AX' =P8

sg rownowazne, jezeli zbiory ich rozwigzan s3g identyczne.
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Twierdzenie 5. (o0 rownowaznym przeksztatcaniu uktadoéw)
Nastepujgce operacje na wierszach macierzy uzupetnionej U uktadu
rownan liniowych AX — B przeksztatcajg go na uktad rowno-
wazny:

1. zamiana miedzy sobg wierszy;

2. mnozenie wiersza przez statg rozng od zera;

3. dodanie do ustalonego wiersza inhego wiersza pomnozonego
przez statg;

4. skreSlenie wiersza ztozonego z samych zer;

5. skreslenie jednego z rownych lub proporcjonalnych wierszy;
6. zamiana miejscami dwoch kolumn (przy jednoczesnej zamia-
nie niewiadomych).
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych ukfadow rownan
linilowych

Niech AX — B bedzie uktadem rownan liniowych, gdzie A jest
macierzg wymiaru m x n. Wowczas uktad ten rozwigzujemy na-
stepujaco:

1. budujemy macierz uzupetniong postaci:

a1 aip -+ aip by |
= | @21 a2 - azp b2

| aml am2 0 Amn bm |
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2. na macierzy rozszerzonej dokonujemy rownowaznych prze-
ksztatcen uktadu sprowadzajac ja do postaci:

10 O sip41 -+ S1n 21
/ 0 1 -+ O $ppqq - Sop 22
U=]|:  --. : e :
0 0 -+ 1 Sppy1 **+ Srm  2r
OO0 --- 0 0 o 0 zZpan

przy czym ostatni wiersz moze nie pojawicC sie wcale albo wystapi
ze wspotczynnikiem z,41 7 0.

Uwaga 5. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to tzw.
rzad macierzy.
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Wowczas,

a) jezeli z.4 1 # 0, to uktad AX = B jest sprzeczny,

b) jezeli ostatni wiersz macierzy U’ nie pojawi sie i n = r, to uktad
AX = B jest oznaczony i jego jedyne rozwigzanie jest postaci

’

< rp — 22 .
\wn — Zn,

c) jezeli ostatni wiersz macierzy U’ nie pojawi sie i n > r, to uktad
AX = B jest nieoznaczony.
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Cwiczenie 6. Rozwigz podane uktady rownan:

fas—y—22—|—2t=—2
50 —3y—z4+t=3
2r+y—z+t=1

|3z -2y + 2z -2t = -4

(:U—I—Qy—|—3z—t=—1
3r+6y+7z4+t=5

2e+4y+ 72— 4t = -6

b)<

f:c—|—6y—z=0
—r—4y+52=06
3r+ 17y =2

\2x—|—13y—|—5z=8
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