
Caªki nieoznaczone

Wykªad

• Funkcje pierwotne

• Caªki nieoznaczone

• Twierdzenia o caªkach nieoznaczonych

• Caªkowanie funkcji wymiernych i niewymiernych

• Caªkowanie funkcji trygonometrycznych



De�nicja 1. (funkcja pierwotna)

Funkcja F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na przedziale (a, b),

je»eli

F ′(x) = f(x)

dla ka»dego x ∈ (a, b).

Twierdzenie 1. (warunek wystarczaj¡cy istnienia funkcji pier-

wotnej)

Je»eli funkcja jest ci¡gªa na przedziale (a, b), to ma funkcj¦ pier-

wotn¡ na tym przedziale.
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De�nicja 2. (caªka nieoznaczona)

Niech F b¦dzie funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f , a C ∈ R dowoln¡

staª¡. Caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f , oznaczon¡ symbolem∫
f(x)dx,

nazywamy zbiór funkcji

{F (x) + C} .

Mamy zatem∫
f(x)dx = F (x) + C ⇐⇒ [F (x) + C]′ = f(x).
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Caªki wa»niejszych funkcji elementarnych

1.
∫

0dx = C, C ∈ R

2.
∫

xadx =
xa+1

a + 1
+ C, x > 0, a 6= 0

a) Dla a = 0, otrzymujemy:
∫

dx = x + C

b) Dla a = 1, otrzymujemy:
∫

xdx =
x2

2
+ C

c) Dla a = −
1

2
, otrzymujemy:

∫
dx
√

x
= 2

√
x + C, x > 0

d) Dla a = −2, otrzymujemy:
∫

dx

x2
= −

1

x
+ C, x 6= 0
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3.
∫

sinxdx = − cosx + C

4.
∫

cosxdx = sinx + C

5.
∫ 1

cos2 x
dx = tgx + C, cosx 6= 0

6.
∫ 1

sin2 x
dx = −ctgx + C, sinx 6= 0

7.
∫ 1√

1− x2
dx = arcsinx + C, −1 < x < 1

8.
∫ 1

1 + x2
dx = arctgx + C
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9.
∫

exdx = ex + C

10.
∫

axdx =
ax

ln a
, a > 0, a 6= 1

11.
∫ 1

x
dx = ln |x|+ C, x 6= 0

12.
∫

dx√
x2 + k

= ln (x +
√

x2 + k) + C
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�wiczenie 1.Obliczy¢ podane caªki nieoznaczone:

a)

∫
x5dx;

b)

∫
3√xdx;

c)

∫
dx

x4
;

d)

∫
exdx;

e)

∫
dx

ex
.
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Twierdzenie 2. (o liniowo±ci caªki nieoznaczonej)

Je»eli funkcje f i g maj¡ funkcje pierwotne, to

1.

∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx +

∫
(g(x)dx,

2.

∫
(f(x)− g(x))dx =

∫
f(x)dx−

∫
(g(x)dx,

3.

∫
c · f(x)dx = c ·

∫
f(x)dx, gdzie c ∈ R.
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�wiczenie 2.Korzystaj¡c z twierdzenia o liniowo±ci obliczy¢ po-

dane caªki nieoznaczone:

a)

∫
(x− 2ex)dx;

b)

∫
x2 − x + 1

√
x

dx;

c)

∫
x2

1 + x2
dx.
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Twierdzenie 3. (o caªkowaniu przez podstawienie)

Je»eli

1. funkcja f : (a, b) → R jest ci¡gªa na przedziale (a, b),

2. funkcja ϕ : (A, B) → (a, b) ma ci¡gª¡ pochodn¡ na przedziale

(A, B), to ∫
f(x)dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C,

gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f oraz C ∈ R.
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�wiczenie 3. Stosuj¡c odpowiednie podstawienie obliczy¢ po-

dane caªki:

a)

∫
x7dx√
1− x16

;

b)

∫
cos7 xdx;

c)

∫
e3xdx

1 + e3x
;

d)

∫
x

√
1 + xdx;

e)

∫ 6
√

xdx

1 + 3
√

x
.
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Twierdzenie 4. (o caªkowaniu przez cz¦±ci)

Je»eli funkcje f i g maj¡ ci¡gªe pochodne, to∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx.
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�wiczenie 4.Korzystaj¡c z twierdzenia o caªkowaniu przez cz¦-

±ci obliczy¢ podane caªki:

a)

∫
x sinxdx;

b)

∫
x2e−xdx;

c)

∫
xdx

cos2x
;

d)

∫
x arctanxdx.
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Z pracy egzaminacyjnej studentki:

�Caªuj¡c przez cz¦±ci . . . otrzymaªam".
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De�nicja 3. (caªka funkcji wymiernej)

Funkcj¡ wymiern¡ nazywamy iloraz dwóch wielomianów. Caªka

funkcji wymiernej jest wi¦c postaci:∫
W1(x)

W2(x)
dx =

∫
anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0
dx.
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Algorytm caªkowania funkcji wymiernych

1. Je»eli n > m, to licznik dzielimy przez mianownik i funkcj¦

podcaªkow¡ przedstawiamy jako sum¦ wielomianu oraz funkcji

wymiernej wªa±ciwej, w której ju» stopie« licznika jest mniejszy

ni» stopie« mianownika (n < m).

2. Je»eli n < m, to funkcj¦ podcaªkow¡ rozkªadamy na uªamki

proste, tj. na wyra»enia postaci:

A

(ax + b)k
oraz

Bx + C

(cx2 + dx + e)p
,

gdzie A, B, C, a, b, c, d, e ∈ R s¡ staªe, przy czym ∆ = d2 − 4ce < 0

(wyró»nik trójmianu cx2 + dx + e jest ujemny), a k, p ∈ N.
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Twierdzenie 5. (caªka ilorazu pochodnej i funkcji)

Je»eli funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡, to∫
f ′(x)dx

f(x)
= ln |f(x)|+ C.
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�wiczenie 5.Obliczy¢ podane caªki funkcji wymiernych:

a)

∫
x2 + 2

x + 2
dx;

b)

∫
x2 − 4

x− 1
dx;

c)

∫
x3

x2 − 3x + 2
dx;

d)

∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx;

e)

∫
x4 + 6x3 + 10x2 + x

x2 + 6x + 10
dx;

f)

∫ 3x + 1

x2 + 4x + 4
dx;

g)

∫ 6x3 + 4x + 1

x4 + x2
dx.
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Na egzaminie student przeprowadziª nast¦puj¡ce obliczenia:

∫
dx

x2 + x
=

1

x3

3
+

x2

2

.

Na pytanie egzaminatora:

- Czy to na pewno jest dobrze?

Odpowiedziaª:

- Oczywi±cie, »e nie. Brakuje jeszcze staªej caªkowania.
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Caªkowanie funkcji zawieraj¡cych pierwiastki z wyra»enia

liniowego

Je»eli funkcja podcaªkowa jest funkcj¡ wymiern¡ pot¦g zmiennej

x o wykªadnikach postaci
m

n
, gdzie m, n ∈ N s¡ liczbami wzgl¦dnie

pierwszymi, to wykonujemy podstawienie

x = tN ,

gdzie N oznacza wspólny mianownik uªamków postaci
m

n
.

�wiczenie 6.Obliczy¢ caªk¦∫
dx

√
x + 3

√
x
.
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Je»eli funkcja podcaªkowa jest funkcj¡ wymiern¡ zmiennej x oraz

pot¦g dwumianu ax + b lub funkcji homogra�cznej

ax + b

cx + d
, gdzie ad− bc 6= 0,

o wykªadnikach w postaci m/n, gdzie m, n ∈ N s¡ liczbami wzgl¦d-

nie pierwszymi, to w pierwszym wypadku wykonujemy podstawie-

nie

ax + b = tN ,

a w drugim przypadku

ax + b

cx + d
= tN ,

gdzie N oznacza wspólny mianownik uªamków postaci m/n.
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�wiczenie 7.Obliczy¢ podane caªki:

a)

∫
4√3x− 7dx;

b)

∫
dx

3√4− 5x
dx;

c)

∫
x
√

2x− 10dx;

d)

∫
3

√
x + 1

x− 1
·

dx

x + 1
.
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Caªkowanie funkcji zawieraj¡cych pierwiastek kwadratowy
z trójmianu kwadratowego

Caªka funkcji, w której wyst¦puj¡ dziaªania takie jak dodawanie,
odejmowanie, mno»enie, dzielenie i pot¦gowanie, wykonywane
na zmiennych x i

√
ax2 + bx + c, daje si¦ zawsze wyrazi¢ przez

funkcje elementarne.

Podstawowymi caªkami funkcji niewymiernych, do których wiele
innych da si¦ sprowadzi¢, s¡∫

dx√
x2 + k

= ln
∣∣∣∣x +

√
x2 + k

∣∣∣∣ + C

oraz ∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x

|a|
+ C.
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Twierdzenie 6. (caªka ilorazu pochodnej i pierwiastka funkcji)

Je»eli funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡, to∫
f ′(x)dx√

f(x)
= 2

√
f(x) + C.
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�wiczenie 8.Obliczy¢ podane caªki:

a)

∫
dx√

x2 − 6x + 15
;

b)

∫
dx√

4− 2x− x2
;

a)

∫ (3x + 1)dx√
x2 + 5x− 10

.
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Metoda wspóªczynników nieoznaczonych

Metod¦ wspóªczynników nieoznaczonych stosujemy przy oblicza-

niu caªek postaci: ∫
Wn(x)√

ax2 + bx + c
dx,

gdzie Wn(x) jest wielomianem stopnia n. Metoda ta opiera si¦

na nast¦puj¡cym przewidywaniu:∫
Wn(x)√

ax2 + bx + c
dx = Wn−1(x)

√
ax2 + bx + c+A

∫
dx√

ax2 + bx + c
,

gdzie Wn−1(x) jest wielomianem stopnia n−1, a A pewn¡ staª¡.
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�wiczenie 9.Oblicz podane caªki:

a)

∫ 6x3 − 22x2 + 21x− 7√
x2 − 4x + 3

dx;

b)

∫
(3x− 2)

√
x2 − 2xdx;
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Ogólne metody sprowadzania caªek trygonometrycznych
do caªek funkcji wymiernych

I. Podstawienie uniwersalne - tan x
2 = t. Rozwa»my caªk¦ typu∫

R(sinx, cosx, tanx)dx,

gdzie symbol R(u, v, w) oznacza funkcj¦ wymiern¡ wzgl¦dem zmien-
nych u, v i w. Aby obliczy¢ caªk¦ tego typu, wykonujemy pod-
stawienie

tan
x

2
= t, sk¡d x = 2arctan t i dx =

2dt

1 + t2
.

Wyra»aj¡c funkcje danego k¡ta przez tangens poªowy k¡ta otrzy-
mujemy:

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
tanx =

2t

1− t2
.
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�wiczenie 10.Obliczy¢ podane caªki:

a)

∫
dx

2 + cosx
;

b)

∫ 2 + sinx

sinx(1 + cosx)
.
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II. Rozwa»my caªk¦ typu∫
R(sin2 x, cos2 x, sinx cosx)dx,

gdzie symbol R(u, v, w) oznacza funkcj¦ wymiern¡ wzgl¦dem zmien-

nych u, v i w. Mo»na tu zastosowa¢ podstawienie uniwersalne,

ale rachunki znacznie si¦ upraszczaj¡ przy podstawieniu

tanx = t, sk¡d x = arctan t i dx =
dt

1 + t2
.

Ze wzorów trygonometrycznych otrzymujemy:

sin2 x =
t2

1 + t2
, sinx cosx =

t

1 + t2
cos2 x =

1

1 + t2
.
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�wiczenie 11.Obliczy¢ podane caªki:

a)

∫
dx

1 + 2cos2 x
;

b)

∫ 1 + sinx cosx

(2 + cos2 x)(1 + sin2 x)
dx.
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Fragment pracy egzaminacyjnej:

∫
tgtdt = g

∫
t2dt =

gt3

3
+ C,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, a C dowoln¡ staª¡.
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