Catki nieoznaczone
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych



Definicja 1. (funkcja pierwotna)
Funkcja F' jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale (a,b),
jezeli
F'(z) = f(x)
dla kazdego z € (a,b).

Twierdzenie 1. (warunek wystarczajacy istnienia funkcji pier-
wotnej)

Jezeli funkcja jest ciggta na przedziale (a,b), to ma funkcje pier-
wotng na tym przedziale.



Definicja 2. (catka nieoznaczona)
Niech F' bedzie funkcjga pierwotng funkcji f, a C' € R dowolng
statg. Catka nieoznaczong funkcji f, oznaczong symbolem

[ 1@)da,

nazywamy zbior funkcji

{F(z)+C}.

Mamy zatem

/f(x)d:c —F(z)+C <= [F(z)+C] = f(z)



Catki wazniejszych funkcji elementarnych

2, /xadwz 0 2>0a#0
a

a) Dla a =0, otrzymujemy: /dw =+ C

2
b) Dla a=1, otrzymujemy: /:Eda: = % + C

1 d
c) Dla a = ——, otrzymujemy: /—x =2/z+C, x>0
2 VT

d 1
d) Dla a = —2, otrzymujemy: —ﬁ =——+4+C, x#0
£r X



. /Sin:cda::—COS:C—I—C’
. /COSxdmzsinw—l—C

1
. dr =t C', cos 0
/cosQ:c * 9z + T

1
/,2 dr = —ctgx + C, sinz#*0
Ssin< x

e

1
. /1 —I—xzdx = arctgx + C

dr = arcsine +C, —-1<zxz<1




9. /exdazzex—l—C
T

10. /axd.cv:%, a>0,a#1
a

1
11. /—dm=|n|x|—|-C’, x#=0
x

dx
12. /\/mzln(ac+\/x2_|_k)—l—0




Cwiczenie 1. Obliczy¢ podane catki nieoznaczone:
a) /a:5d:c,'
b)/%dw,’
dx
9 | o
d) /exd:c,'

e)/i—j.



Twierdzenie 2. (o liniowosci catki nieoznaczonej)
Jezeli funkcje f i g majg funkcje pierwotne, to

1 [ (@) +9@)ds = [ f@)do+ [ (9(@)da,
2. [ (@) = g@)de = [ f(@)dw ~ [ (9()de,
3. /c - f(x)dx = c'/f(a:)da:, gdzie c € R.



Cwiczenie 2. Korzystajac z twierdzenia o liniowosci obliczyé po-
dane catki nieoznaczone:

a) /(:B—Qex)da:,'
b)/ —:I:—I—l "

c) /1 —I—.:Bde




Twierdzenie 3. (o catkowaniu przez podstawienie)
Jezeli

1. funkcja f : (a,b) — R jest ciggta na przedziale (a,b),

2. funkcja ¢ : (A,B) — (a,b) ma ciggta pochodng na przedziale
(A, B), to

[ 1@z = [ flp@)¢' (Dt = Fp(t)) +C,
gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f oraz C € R.



Cwiczenie 3. Stosujac odpowiednie podstawienie obliczy¢ po-
dane catki:

2) / z'dx

v 1 —:c16;

b) / cos’ zdz;
C)/ e3%dx ;
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Twierdzenie 4. (o catkowaniu przez czesci)
Jezeli funkcje f i g majg ciggte pochodne, to

[ £ @)dz = f(2)g() ~ [ f'(2)g(x)dr.
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Cwiczenie 4. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez cze-
s?ci obliczy¢ podane catki:
xSinxzdx;

b) / e Tdx;

xdx
c) / cos2x’

d) /az arctan zdzx.
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Z pracy egzaminacyjnej studentki:
"Catujac przez czesci ...otrzymatam".
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Definicja 3. (catka funkcji wymiernej)
Funkcja wymierng nazywamy iloraz dwodch wielomiandw. Catka
funkcji wymiernej jest wiec postaci:

Wl(a;)d anazn—l—an_lx”_l + -4 ajz+ ag N
T =
Wo(x) bx™ + bm_]_wm_l + -+ bjx+ b
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Algorytm catkowania funkcji wymiernych

1. Jezeli n > m, to licznik dzielimy przez mianownik i funkcje
podcatkowa przedstawiamy jako sume wielomianu oraz funkcji
wymiernej wtasciwej, w ktorej juz stopien licznika jest mniejszy
niz stopien mianownika (n < m).

2. Jezeli n < m, to funkcje podcatkowg rozktadamy na utamki

proste, tj. na wyrazenia postaci:
A Bx + C
(az + b)F oraz (cz? + dx + e)P’
gdzie A, B,C,a,b,c,d,e € R sa state, przy czym A = d? — 4ce < 0
(wyréznik tréjmianu cz? + dz + e jest ujemny), a k,p € N.
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Twierdzenie 5. (catka ilorazu pochodnej i funkcji)
Jezeli funkcja f ma ciggta pochodng, to

f'(z)dx

W: In|f(x)|+ C.
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Cwmzenle 5. Obliczy¢é podane catki funkcji wymiernych:

)/a;_:_; o

b)/x_

)/ 3x—|—2 dz,
d)/x +a* d:c,'

)/ 4—|—6:U —|—le + x
2 4+ 6x 4+ 10

3+ 1 _
") /:v2—|-4a:—|—4dx'

6x3 + 4z + 1
g)/ x4 + 2

dzx.

X,
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Na egzaminie student przeprowadzit nastepujace obliczenia:

/ dx . 1

xz—l—x_a:3 2’
T4
3 2

Na pytanie egzaminatora:
- Czy to na pewno jest dobrze?

Odpowiedziat:
- Oczywiscie, ze nie. Brakuje jeszcze statej catkowania.
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Catkowanie funkcji zawierajacych pierwiastki z wyrazenia
liniowego

Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng poteg zmiennej
m
x O wyktadnikach postaci —, gdzie m,n € N sg liczbami wzglednie

mn
pierwszymi, to wykonujemy podstawienie

ajth,

. h . . _ . m
gdzie N oznacza wspolny mianownik utamkow postaci —.
n

Cwiczenie 6. Obliczy¢ catke

dx
| Fva
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Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcjga wymierng zmiennej x oraz
poteg dwumianu ax + b lub funkcji homograficzne]

axr + b
cx + d’
o wykfadnikach w postaci m/n, gdzie m,n € N sg liczbami wzgled-

nie pierwszymi, to w pierwszym wypadku wykonujemy podstawie-
nie

gdzie ad—bc # 0,

a:c—l—bth,
a w drugim przypadku

axr + b _ 4N

cx + d ’

gdzie N oznacza wspolny mianownik utamkow postaci m/n.
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Cwiczenie 7. Obliczy¢ podane catki:

a) / Y35~ Tda:

b)/ @ g
T,

V4 — 5z

C) /:U\/Qa: — 10dx;

s+ 1  dx
d)/ r—1 x4+ 1
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Catkowanie funkcji zawierajacych pierwiastek kwadratowy
Zz trojmianu kwadratowego

Catka funkcji, w ktorej wystepujg dziatania takie jak dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie i potegowanie, wykonywane
na zmiennych x i \/an—I—ba:—I—c, daje sie zawsze wyraziC przez
funkcje elementarne.

Podstawowymi catkami funkcji niewymiernych, do ktdorych wiele
innych da sie sprowadziC, s3

dx
/ =|n:B-|—\/a?2—|—k‘—|—C
/$2-+-k '
= arcsini—l-C.

/ dx
(a2 — 42 a|

oraz
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Twierdzenie 6. (catka ilorazu pochodnej i pierwiastka funkcji)
Jezeli funkcja f ma ciggta pochodng, to

/ ! (w)dx f(z) + C.
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Cwiczenie 8. Obliczy¢ podane catki:

) /\/:cQ — 6x + 15;
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Metoda wspotfczynnikOw nieoznaczonych

Metode wspotczynnikdw nieoznaczonych stosujemy przy oblicza-
niu catek postaci:

/ Wn(z) dx
\/aaf;2 + bx 4+ ¢ |

gdzie W, (x) jest wielomianem stopnia n. Metoda ta opiera sie
na nastepujacym przewidywaniu:

Wn(x) 2 dx
dr = Wn_ + b _I_ _I_A y
/\/aazz—l—baz—l—c ’ 1(35)\/@33 e /\/cwcz-l-bw—l—c

gdzie W,,_1(x) jest wielomianem stopnia n—1, a A pewng stata.
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Cwicze:r;ie 0. (2)b/icz podane catki:
6x> — 22 21 — 7
2) / x x< 4+ 21z d:

\/:132 —4x + 3
b) /(333 — 2)\/:1:2 — 2xdx;
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Ogolne metody sprowadzania catek trygonometrycznych
do catek funkcji wymiernych

I. Podstawienie uniwersalne - tan% = t. Rozwazmy catke typu

/ R(sinxz,cosz,tan z)dx,

gdzie symbol R(u,v,w) oznacza funkcje wymierng wzgledem zmien-
nych u,v i w. Aby obliczyC catke tego typu, wykonujemy pod-
stawienie

2dt
1+ t2
Wyrazajac funkcje danego kata przez tangens potowy kata otrzy-
mujemy:

tangzt, skad x = 2arctant i dx =

ot o 1 — ¢2 Dt
: T = :
14 ¢2 14 ¢2 1 —¢2
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Cwnczenle 10. Obliczy¢ podane catki:

” f oss
X

sinz(1 4+ coszx)
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II. Rozwazmy catke typu
/R(sin2 z, COS? x, Sin = Cos x ) dx,

gdzie symbol R(u,v,w) oznacza funkcje wymierng wzgledem zmien-
nych w,v i w. Mozna tu zastosowaC podstawienie uniwersalne,
ale rachunki znacznie sie upraszczaja przy podstawieniu

. dt
tanx = t, skad « = arctant i dx = :
14 ¢2
Ze wzorow trygonometrycznych otrzymujemy:
) t2 . t 5 1
Sin“er = ——, Sinxz COSx = COS“x = .
1 4 ¢2 14 ¢2 14 ¢2
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Cwiczenie 11. Obliczy¢ podane catki:

)/1—|—2c052
1 4+ sinxzxcosx

b) / (2 + cos2z)(1 + sin? x)daj
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Fragment pracy egzaminacyjnej:

2 gt

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, a C dowolng statq.
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