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Algorytm wegierski
e Zagadnienie przydziatu

e Opis dziatania algorytmu



ZAGADNIENIE PRZYDZIALU

Najprostszy problem przydziatu mozemy sformutowal w naste-
pujacy sposob:

- Nalezy przydzieli¢ (obsadzi€¢) n pracownikéw do wykonywania
roznych prac na n stanowiskach. Zaktadamy, ze jeden pracownik
moze wykonywacC jeden rodzaj pracy.

- Znane sg efekty pracy -tego pracownika na j-tym stanowisku
pracy. Mogga to byC efekty pozytywne lub negatywne (np. wy-
dajnos¢, liczba brakdéw, czas pracy). Efekty te tworzg macierz
kosztow C' = [Cz]]

- Obsady stanowisk nalezy dokonaC w taki sposob, aby zmak-
symalizowaC pozytywne lub zminimalizowaC negatywne efekty
pracy catego zespoftu.



W celu zbudowania modelu matematycznego zagadnienia przy-
dziatu, wprowadzamy macierz zmiennych decyzyjnych

X = [ww}
O wymiarach n xn, gdzie x;; OZnacza, ze -ty pracownik jest obsa-

dzony do j-tego stanowiska pracy. Przy czym zmienne decyzyjne
moga przyjmowac tylko wartosci O lub 1, tzn.

U gdy -ty pracownik jest przydzielony do j-tej pracy;
Y ) 0 w przeciwnym przypadku.



Przy takich oznaczeniach zagadnienie przydziatu ma postac:
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c;;x;; — min(max)
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Uwaga 1. Zauwazmy, ze ograniczenie wartosci zmiennych decy-
zyjnych do O lub 1 skutkuje tym, ze warunki ograniczajgce dla
dostawcow gwarantujg, ze kazdy pracownik moze bedzie przy-
dzielony tylko do jednej pracy, natomiast warunki dla odbiorcow
gwarantujg, ze kazda praca bedzie wykonywana tylko przez jed-
nego pracownika.

Uwaga 2. Rozwigzanie optymalne sktada sie wytacznie z kolumn
jednostkowych.



Uwaga 3. Zagadnienie przydziatu jest programem liniowym, wiec
moze byC rozwigzane za pomocg algorytmu sympleks. Rachunki
beda jednak bardzo pracochtonne.

Uwaga 4. Przyjmujac w powyzszym programie liniowym typowe
warunki brzegowe, tzn. z;; > 0 dla kazdego (i,j) otrzymujemy
zamkniete zagadnienie transportowe, ktore mozna rozwigzacC za
pomoca algorytmu transportowego. Okazuje sie, ze w rozwigza-
niu optymalnym zachowane bedg oryginalne warunki brzegowe.
A wiec bedzie ono rozwigzaniem optymalnym problemu przy-
dziatu.



Zilustrujemy Uwage 4 na przyktadzie. Zatdozmy, ze koszty przy-
dziatu zawiera nastepujaca tablica:
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Nie piszemy wielkosSci podazy i popytu, bo wszystkie sg rowne
jeden.

Pierwsze rozwigzanie dopuszczalne wyznaczamy metoda mini-
malnego elementu, a nastepnie stosujemy algorytm transpor-
towy.



Dostajemy:
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Powyzsze rozwigzanie nie jest optymalne. Przyjmujemy t = 1
I tworzymy nowe rozwigzanie.



Dostajemy rozwigzanie optymalne. Mamy
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Otrzymane rozwigzanie optymalne problemu transportowego spet-
nia ograniczenia i warunki brzegowe problemu przydziatu, wiec
jest tez rozwigzaniem optymalnym poczgtkowego problemu.



OPIS DZIALANIA ALGORYTMU WEGIERSKIEGO

Zagadnienie przydziatu moze zostal rozwigzane przez zastoso-
wanie algorytmu wegierskiego. Jest to bardzo prosty algorytm
oparty na pracy wegierskiego matematyka Denesa Koniga i do-
pracowany przez Harolda Kuhna w 1955 roku.

Jego dziatanie opiera sie na iteracyjnym wykonywaniu ponizszych
czterech krokow.



Krok 1. Punktem wyjscia algorytmu jest takie przeksztatcenie
macierzy kosztow C = |[c;;], aby w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie znajdowato sie co najmniej jedno zero. W tym celu
od kazdego wiersza macierzy C odejmujemy jego minimum, a
nastepnie od kazdej kolumny odejmujemy jej minimum.

Krok 2. W przeksztatconej macierzy kosztow skreSlamy wszyst-
kKie wiersze i kolumny zawierajgce zera, mozliwie najmniejszg
liczba linii poziomych lub pionowych. Jezeli liczba skreSlen jest
rowna stopniowi macierzy, tzn. n, to mozna wyznaczyC rozwig-
zanie optymalne - przechodzimy do kroku 3. Jezeli liczba skreSlen
jest mniejsza niz n - przechodzimy do kroku 4.
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Krok 3. Tworzymy rozwigzanie optymalne X = [z;;] pamie-
tajac o tym, ze x;; moze byC rowne 1 tylko wtedy, gdy ¢;; =0
W przeksztatconej macierzy kosztow, i ze w kazdym wierszu
I w kazdej kolumnie macierzy X moze wystagpiC tylko jedna

jedynka.

Krok 4. Znajdujemy minimum ze wszystkich nieskreSlonych

elementdw i nastepnie:
- odejmujemy go od elementow nieskresSlonych;

- dodajemy go do elementdw podwdjnie skreSlonych;
- wracamy do kroku 2.
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Uwaga 5. Metoda wegierska ma zastosowanie wytgcznie do roz-
wigzywania problemow minimalizacji. W przypadku problemu
maksymalizacji nalezy przeksztatciC macierz kosztow, np. mno-
Z3C jg przez —1 lub odejmujac od najwiekszego jej elementu
wszystkie pozostate.

Uwaga 6. Metoda wegierska zaktada, ze macierz kosztow jest
kwadratowa. Jezeli tak nie jest nalezy dodac fikcyjnego pracow-
nika lub fikcyjne stanowisko pracy z zerowymi kosztami.

Uwaga 7. W praktyce zdarza sie, ze pewne przydziaty sa niedo-
puszczalne, gdy np. -ty pracownik nie posiada kompetencji do
wykonywania j-tej pracy, tzn. musi byC r;; = 0 W macierzy X.
Wtedy przyjmujemy, ze cij = M, gdzie M oznacza duzg liczbe,

ktorej nie bedzie mozna wyzerowalC na skutek przeksztatcen.
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Przykfad 1. Rozwigzemy podany wczesniej przyktad metoda
wegierska. Rozpoczynamy od wykonania kroku 1. Mamy

9O 1 7 3|1 2 2 613 g 6 0 6 2
3 b 2 1|1 — 4 0 0 1 — O 4 1 O
8 4 4 5|4 5 3 1 0 2 0 0 1
7 5 3 2|2 5 0 0 0O 3 3 1 O
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Przechodzimy do kroku 2. Dostajemy

© 0O 6 2
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Liczba skreSlen jest rowna stopniowi macierzy, wiec mozna skon-
struowal rozwigzanie optymalne. Przechodzimy do kroku 3.
Rozwigzanie jest postaci:

X =

O oOoOrOoOo
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O~ OO
O OO
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Przykfad 2. W pewnym duzym przedsiebiorstwie cztery se-
kretarki nalezy przydzieli€C do prowadzenia czterech roznych prac
biurowych. Na podstawie obserwacji oszacowano czas (w min.)
potrzebny tym sekretarkom do wykonania poszczegdlnych prac
(dane w tabeli ponizej).

P P> P3 P, | Prace
Sq 420 480 240 360
So 430 420 300 360
S3 420 540 300 420
Sa 360 4380 360 480
Sekretarki

Zaktadajac, ze kazda sekretarka bedzie wykonywac tylko jedna
prace, okresSliC optymalny przydziat minimalizujacy taczny czas
wykonania prac.
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Rozwigzanie. Przechodzimy do kroku 1. Mamy

420
480
420
360

480
420
540
480

520 360 | 240 180 240 O 120
180 120 O 60
300 360 | 300 —
120 240 O 120
300 420 | 300
360 430 | 360 0 120 O 120
O 120 O 60
180 120 0O 60
— 180 O O O
120 120 O 60
O O O 60
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Przechodzimy do kroku 2. Dostajemy

180 120 @ 60

180—6—0—0-
120 120 @ 60
S, O—8—060

Liczba skreSlen jest mniejsza niz 4, wiec przechodzimy do kroku
4. Najmniejszy nieskreSlony element to cy14 = 60.
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Wykonujemy krok 4 i otrzymujemy:

120 60 O O
180—0 0—0
60 60 O O
S, 0—66—"060

Liczba skresSlen jest rowna 4, wiec mozna skonstruowal rozwiga-
zanie optymalne. Przechodzimy do kroku 3. Mamy dwa rozwiga-
zania postaci:
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