
Programowanie liniowe

Algorytm w¦gierski

• Zagadnienie przydziaªu

• Opis dziaªania algorytmu



ZAGADNIENIE PRZYDZIA�U

Najprostszy problem przydziaªu mo»emy sformuªowa¢ w nast¦-

puj¡cy sposób:

- Nale»y przydzieli¢ (obsadzi¢) n pracowników do wykonywania

ró»nych prac na n stanowiskach. Zakªadamy, »e jeden pracownik

mo»e wykonywa¢ jeden rodzaj pracy.

- Znane s¡ efekty pracy i-tego pracownika na j-tym stanowisku

pracy. Mog¡ to by¢ efekty pozytywne lub negatywne (np. wy-

dajno±¢, liczba braków, czas pracy). Efekty te tworz¡ macierz

kosztów C = [cij].

- Obsady stanowisk nale»y dokona¢ w taki sposób, aby zmak-

symalizowa¢ pozytywne lub zminimalizowa¢ negatywne efekty

pracy caªego zespoªu.
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W celu zbudowania modelu matematycznego zagadnienia przy-

dziaªu, wprowadzamy macierz zmiennych decyzyjnych

X =
[
xij

]
o wymiarach n×n, gdzie xij oznacza, »e i-ty pracownik jest obsa-

dzony do j-tego stanowiska pracy. Przy czym zmienne decyzyjne

mog¡ przyjmowa¢ tylko warto±ci 0 lub 1, tzn.

xij =

{
1 gdy i-ty pracownik jest przydzielony do j-tej pracy;
0 w przeciwnym przypadku.
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Przy takich oznaczeniach zagadnienie przydziaªu ma posta¢:



n∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min(max)

n∑
j=1

xij = 1 (i = 1, . . . , n) (jeden pracownik wykonuje jedn¡ prac¦)

n∑
i=1

xij = 1 (j = 1, . . . , n) (jedna praca jest wykonywana przez jednego pracownika)

xij ∈ {0,1} dla i, j = 1,2, . . . , n.
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Uwaga 1. Zauwa»my, »e ograniczenie warto±ci zmiennych decy-

zyjnych do 0 lub 1 skutkuje tym, »e warunki ograniczaj¡ce dla

dostawców gwarantuj¡, »e ka»dy pracownik mo»e b¦dzie przy-

dzielony tylko do jednej pracy, natomiast warunki dla odbiorców

gwarantuj¡, »e ka»da praca b¦dzie wykonywana tylko przez jed-

nego pracownika.

Uwaga 2. Rozwi¡zanie optymalne skªada si¦ wyª¡cznie z kolumn

jednostkowych.
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Uwaga 3. Zagadnienie przydziaªu jest programem liniowym, wi¦c

mo»e by¢ rozwi¡zane za pomoc¡ algorytmu sympleks. Rachunki

b¦d¡ jednak bardzo pracochªonne.

Uwaga 4. Przyjmuj¡c w powy»szym programie liniowym typowe

warunki brzegowe, tzn. xij > 0 dla ka»dego (i, j) otrzymujemy

zamkni¦te zagadnienie transportowe, które mo»na rozwi¡za¢ za

pomoc¡ algorytmu transportowego. Okazuje si¦, »e w rozwi¡za-

niu optymalnym zachowane b¦d¡ oryginalne warunki brzegowe.

A wi¦c b¦dzie ono rozwi¡zaniem optymalnym problemu przy-

dziaªu.
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Zilustrujemy Uwag¦ 4 na przykªadzie. Zaªó»my, »e koszty przy-

dziaªu zawiera nast¦puj¡ca tablica:

9 1 7 3
3 5 2 1
8 4 4 5
7 5 3 2

Nie piszemy wielko±ci poda»y i popytu, bo wszystkie s¡ równe

jeden.

Pierwsze rozwi¡zanie dopuszczalne wyznaczamy metod¡ mini-

malnego elementu, a nast¦pnie stosujemy algorytm transpor-

towy.
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Dostajemy:

ui
9 11 7 3 0

3 5 2 11 1

81 40 40 5 3

7 5 31 20 2

vj 5 1 1 0

−→
4 01 6 3

−3t 3 0 01−t

01−t 00 00+t 2

0 2 01−t 00+t

Powy»sze rozwi¡zanie nie jest optymalne. Przyjmujemy t = 1

i tworzymy nowe rozwi¡zanie.
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Dostajemy rozwi¡zanie optymalne. Mamy

ui
4 01 6 3 0

−31 3 0 00 0

0x 00 01 2 0

0 2 00 01 0

vj -3 0 0 0

−→
7 01 6 3

01 3 0 00

3 00 01 2

3 2 00 01

Otrzymane rozwi¡zanie optymalne problemu transportowego speª-

nia ograniczenia i warunki brzegowe problemu przydziaªu, wi¦c

jest te» rozwi¡zaniem optymalnym pocz¡tkowego problemu.
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OPIS DZIA�ANIA ALGORYTMU W�GIERSKIEGO

Zagadnienie przydziaªu mo»e zosta¢ rozwi¡zane przez zastoso-

wanie algorytmu w¦gierskiego. Jest to bardzo prosty algorytm

oparty na pracy w¦gierskiego matematyka Denesa Königa i do-

pracowany przez Harolda Kuhna w 1955 roku.

Jego dziaªanie opiera si¦ na iteracyjnym wykonywaniu poni»szych

czterech kroków.

9



Krok 1. Punktem wyj±cia algorytmu jest takie przeksztaªcenie

macierzy kosztów C = [cij], aby w ka»dym wierszu i w ka»dej

kolumnie znajdowaªo si¦ co najmniej jedno zero. W tym celu

od ka»dego wiersza macierzy C odejmujemy jego minimum, a

nast¦pnie od ka»dej kolumny odejmujemy jej minimum.

Krok 2. W przeksztaªconej macierzy kosztów skre±lamy wszyst-

kie wiersze i kolumny zawieraj¡ce zera, mo»liwie najmniejsz¡

liczb¡ linii poziomych lub pionowych. Je»eli liczba skre±le« jest

równa stopniowi macierzy, tzn. n, to mo»na wyznaczy¢ rozwi¡-

zanie optymalne - przechodzimy do kroku 3. Je»eli liczba skre±le«

jest mniejsza ni» n - przechodzimy do kroku 4.
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Krok 3. Tworzymy rozwi¡zanie optymalne X = [xij] pami¦-

taj¡c o tym, »e xij mo»e by¢ równe 1 tylko wtedy, gdy cij = 0

w przeksztaªconej macierzy kosztów, i »e w ka»dym wierszu

i w ka»dej kolumnie macierzy X mo»e wyst¡pi¢ tylko jedna

jedynka.

Krok 4. Znajdujemy minimum ze wszystkich nieskre±lonych

elementów i nast¦pnie:

- odejmujemy go od elementów nieskre±lonych;

- dodajemy go do elementów podwójnie skre±lonych;

- wracamy do kroku 2.
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Uwaga 5.Metoda w¦gierska ma zastosowanie wyª¡cznie do roz-

wi¡zywania problemów minimalizacji. W przypadku problemu

maksymalizacji nale»y przeksztaªci¢ macierz kosztów, np. mno-

»¡c j¡ przez −1 lub odejmuj¡c od najwi¦kszego jej elementu

wszystkie pozostaªe.

Uwaga 6.Metoda w¦gierska zakªada, »e macierz kosztów jest

kwadratowa. Je»eli tak nie jest nale»y doda¢ �kcyjnego pracow-

nika lub �kcyjne stanowisko pracy z zerowymi kosztami.

Uwaga 7.W praktyce zdarza si¦, »e pewne przydziaªy sa niedo-

puszczalne, gdy np. i-ty pracownik nie posiada kompetencji do

wykonywania j-tej pracy, tzn. musi by¢ xij = 0 w macierzy X.

Wtedy przyjmujemy, »e cij = M , gdzie M oznacza du»¡ liczb¦,

której nie b¦dzie mo»na wyzerowa¢ na skutek przeksztaªce«.
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Przykªad 1. Rozwi¡»emy podany wcze±niej przykªad metod¡

w¦giersk¡. Rozpoczynamy od wykonania kroku 1. Mamy

9 1 7 3 1
3 5 2 1 1
8 4 4 5 4
7 5 3 2 2

−→

8 0 6 2
2 4 1 0
4 0 0 1
5 3 1 0

2 0 0 0

−→
6 0 6 2
0 4 1 0
2 0 0 1
3 3 1 0
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Przechodzimy do kroku 2. Dostajemy

6 0 6 2
0 4 1 0
2 0 0 1
3 3 1 0

Liczba skre±le« jest równa stopniowi macierzy, wiec mo»na skon-

struowa¢ rozwi¡zanie optymalne. Przechodzimy do kroku 3.

Rozwi¡zanie jest postaci:

X =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


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Przykªad 2. W pewnym du»ym przedsi¦biorstwie cztery se-

kretarki nale»y przydzieli¢ do prowadzenia czterech ró»nych prac

biurowych. Na podstawie obserwacji oszacowano czas (w min.)

potrzebny tym sekretarkom do wykonania poszczególnych prac

(dane w tabeli poni»ej).

P1 P2 P3 P4 Prace

S1 420 480 240 360
S2 480 420 300 360
S3 420 540 300 420
S4 360 480 360 480

Sekretarki

Zakªadaj¡c, »e ka»da sekretarka b¦dzie wykonywa¢ tylko jedn¡

prac¦, okre±li¢ optymalny przydziaª minimalizuj¡cy ª¡czny czas

wykonania prac.
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Rozwi¡zanie. Przechodzimy do kroku 1. Mamy

420 480 240 360 240
480 420 300 360 300
420 540 300 420 300
360 480 360 480 360

−→

180 240 0 120
180 120 0 60
120 240 0 120
0 120 0 120

0 120 0 60

−→
180 120 0 60
180 0 0 0
120 120 0 60
0 0 0 60
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Przechodzimy do kroku 2. Dostajemy

180 120 0 60
180 0 0 0
120 120 0 60
0 0 0 60

Liczba skre±le« jest mniejsza ni» 4, wi¦c przechodzimy do kroku

4. Najmniejszy nieskre±lony element to c14 = 60.

17



Wykonujemy krok 4 i otrzymujemy:

120 60 0 0
180 0 60 0
60 60 0 0
0 0 60 60

Liczba skre±le« jest równa 4, wiec mo»na skonstruowa¢ rozwi¡-

zanie optymalne. Przechodzimy do kroku 3. Mamy dwa rozwi¡-

zania postaci:

X1 =


0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 , X2 =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 .
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