Funkcje dwoch zmiennych

Wyktad
Pochodne czgstkowe
Pochodne czgstkowe wyzszych rzedow
Rozniczka zupetna funkcji

Ekstrema lokalne funkcji dwdch zmiennych



Definicja 1. (przestrzen eukildesowa)
Przestrzenig euklidesowg p-wymiarowg nazywamy zbidr wszystkich

ciagdéw p-wyrazowych (ai,ao,...,an), gdzieaq; e Rii=1,2,...n.

Uwaga 1. Elementy a; tych ciggdbw nazywa sie wspotrzednymi, a
same ciggi - wektorami albo punktami przestrzeni euklidesowe]j

p-wymiarowej.

Uwaga 2. Przestrzen euklidesowa p-wymiarowg bedziemy ozna-
czaC symbolem RP, natomiast jej elementy duzymi literami, np.

A= (a1,ap,...,ap).



Uwaga 3. Przestrzen euklidesowa dwuwymiarowa R2 mozemy in-
terpretowalC geometrycznie jako ptaszczyzne, elementy tej ptasz-
czyzny A = (a1, ao) jako punkty ptaszczyzny, dla ktérych a; ozna-
cza odcieta, a a» rzedng punktu A.

Uwaga 4. Przestrzen euklidesowa tréjwymiarowa R3 jest (znana
nam z geometrii) przestrzenia, w ktorej liczby aq, an, a3 sq wspot-
rzednymi punktu A = (a1,a5,a3).



Definicja 2. (funkcja dwoch zmiennych)

Mowimy, ze w zbiorze A (zwanym dziedzing funkcji) zawartym
w przestrzeni euklidesowej R? zostata okreSlona pewna funkcja
f, jezeli kazdemu punktowi P = (x,y) ze zbioru A jest przy-
porzadkowana doktadnie jedna liczba z. Przyporzadkowanie to
zapisujemy w postaci:

z = f(z,y).

1
Przyktad 1. Funkcje z = 2z = V22 —y? sa przyktadami
L —Y
funkcji dwoch zmiennych.



Definicja 3. (pochodna czgstkowa)
Pochodng czastkowa rzedu pierwszego funkcji dwdch zmiennych
z = f(xz,y) w punkcie (xg,yg) Wzgledem zmiennej x nazywamy
granice (jezeli istnieje):

im f(zo+ h,y0) — f(fl?o,yo).

h—0 h

Pochodng czastkowa (rzedu pierwszego) funkcji z = f(xz,y) w
punkcie (xqg,yo) wzgledem zmiennej y definiujemy jako granice:

im f(xo,y0 +h) — f(fL‘o,yo)‘
h—0 h




Uwaga 5. Pochodne czgstkowe funkcji z = f(z,y) wzgledem
zZzmiennej x oznaczamy symbolami

0z  Of(z,y)

%7 8x |Ub Z;:, f:lc(xay)7
a wzgledem zmiennej y odpowiednio

0z  Of(z,y)

/ /
a—ya 8y lub Zya fy(xay)



Uwaga 6. W praktyce pochodng czastkowg wzgledem zmiennej
x obliczamy tak jak zwykta pochodng funkcji jednej zmiennej =z,
przy czym zmienng y traktujemy jak statg. Podobnie, obliczajac
pochodng czastkowa wzgledem zmiennej y, zmienng x traktu-
jemy jak stata.

Definicja 4. (funkcja klasy C1)
Funkcje dwdch zmiennych, majaca pochodne rzedu pierwszego
ciagte, nazywamy funkcja klasy CI.



Cwiczenie 1. Oblicz pochodne czastkowe nastepujacych funkcji:
a) z = 3x2y? — xcosy,

b) z=zVV.
Cwiczenie 2. Wykazac, ze funkcja z = In (e + eY) spetnia rowna-

. Oz 0z
nie rozniczckowe — + — = 1.

oxr Oy
Cwiczenie 36. Wyk%zac’, ze funkcja z = ev® spetnia réwnanie réz-
niczkowe 2x—z -+ y—z = 0.
ox oy



Definicja 5. (rozniczka zupetna funkcji)

R6zniczka zupetna funkcji z = f(z,v), klasy C1, w punkcie (zg, yo)
nazywamy funkcje liniowg df przyrostow Az = xz—xg i Ay = y—1yo
okreSlong wzorem:

df (Lx, Ay) = fr(zo,y0) Az + f,(z0,y0) Ay.

Twierdzenie 1. (zastosowanie rozniczki do obliczen przyblizo-
nych)
Jezeli funkcja z = f(x,y) jest klasy C1,to

flxo + Az, yo + Ay) = f(z0,y0) + df (Az, Ay).



Cwiczenie 4. Obliczy¢ przyblizone wartosci podanych wyrazen:
a) (1.02)3-01

b) /(6.2)2 + (8.1)2

3.04
c) 22
2.02




Definicja 6. (pochodna czgstkowa rzedu drugiego)

Pochodnymi czgstkowymi rzedu drugiego funkcji z = f(x,y) na-

zywamy pochodne czastkowe pochodnych f;.(x,y), f,(z,y). Wszy-
stkich pochodnych czgstkowych rzedu drugiego funkcji z = f(x,vy)

jest cztery, mianowicie:

) a0

T 922 T 9z \Ox
/"’ — 82f — o af f// — ﬁ — 3 g
YT oyox Oz \Oy )’ ’

przy czym zapis dz? jest skrétem zapisu dzdx.
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Uwaga 7. Pochodne czastkowe f. i f;,, nazywamy pochodnymi
czystymi, natomiast pochodne f;’y i fé’x nazywamy pochodnymi
mieszanymi.

Definicja 7. (funkcja klasy C?)

Funkcje dwoch zmiennych, majaca ciggte pochodne czastkowe
rzedu drugiego, nazywamy funkcja klasy C2.
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Twierdzenie 2. (Schwarza o pochodnych mieszanych)
Jezeli funkcja f jest klasy C2, to pochodne mieszane, roznigce
sie tylko kolejnosScia rozniczkowania, sg parami rowne.

Cwiczenie 5. Oblicz pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji
z=1In(z? +y).
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Twierdzenie 3. (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja z = f(x,y) klasy C1 ma w punkcie (zq,yg) ekstre-
mum lokalne, to

fou(z0,y0) =0 i fy(x0,y0) = O.
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Twierdzenie 4. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja z = f(x,vy) klasy C? spetnia warunki:
1. fr(xo,90) =0 i fy(x0,y0) =0,
! /!
2 W(zg. o) = fea(x0,90)  fry(Zo,v0)

fyz(®o,y0)  fyy(x0;y0)
to funkcja z = f(x,y) ma w punkcie (xg,yg) ekstremum, przy

czym jezeli

> 0,

f:;c/:c(x07 yO) > 0,

to jest to minimum lokalne, jezeli zas

fae(x0,90) < 0,

to jest maksimum lokalne.
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Uwaga 8. Jezeli W (xg,yg) < 0, to funkcja z = f(x,y) nie ma
ekstremum w punkcie (zg,yg). Jezeli natomiast W (xg,yg) = O,
to w pewnych przypadkach funkcja ma ekstremum w punkcie

(zo,y0) (np. funkcja z = =% + y* w punkcie (0,0)) , a w innych
nie ma (np. funkcja z = 23 + y2 w punkcie (0,0)).
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Cwiczenie 6. Zadac¢ ekstrema funkcji

fx,y) = 3z°%y — x> — y*.

Cwiczenie 7. Okreslic wymiary otwartego zbiornika prostopadto-
Sciennego o objetosci 32m3 tak, aby jego pole powierzchni byto
minimalne.
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