
Badanie funkcji

Wykªad

• Ekstrema funkcji

• Funkcje wypukªe i wkl¦sªe

• Punkty przegi¦cia wykresu



De�nicja 1. (minimum lokalne)

Funkcja f ma w punkcie x0 ∈ Df minimum lokalne, je»eli

∃δ>0∀x∈(x0−δ,x0+δ) f(x) > f(x0).

De�nicja 2. (maksimum lokalne)

Funkcja f ma w punkcie x0 ∈ Df maksimum lokalne, je»eli

∃δ>0∀x∈(x0−δ,x0+δ) f(x) < f(x0).

Rysunek 1.Minimum i maksimum lokalne.
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Twierdzenie 1. (Fermata∗, warunek konieczny istnienia ekstre-

mum)

Je»eli funkcja ró»niczkowalna f ma ekstremum lokalne w punkcie

x0, to

f ′(x0) = 0.

Uwaga 1. Implikacja odwrotna jest faªszywa. �wiadczy o tym

przykªad funkcji f(x) = x3, która speªnia w punkcie x0 = 0 wa-

runek f ′(x0) = 0, ale nie ma tam ekstremum lokalnego.

∗Pierre de Fermat (1601-1665) - matematyk francuski.
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Twierdzenie 2. ( I warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum)

Je»eli funkcja f speªnia warunki:

1. f ′(x0) = 0;

2. pochodna f ′(x) przy przej±ciu zmiennej x przez punkt x0,

zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny),

to funkcja f osi¡ga minimum (maksimum) lokalne w punkcie x0.

Rysunek 2.Minimum i maksimum lokalne.
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�wiczenie 1.Znale¹¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funk-

cji:

a) f(x) = x3 − 3x2 + 4;

b) g(x) = ex + e−x;

c) h(x) =
lnx

x
.
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Twierdzenie 3. ( II warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum)

Je»eli funkcja f speªnia warunki:

1. f ′(x0) = 0;

2. f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0),

to funkcja f ma w punkcie x0 minimum (maksimum) lokalne.

�wiczenie 2.Znale¹¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funk-

cji:

a) f(x) = sin3 x + cos3 x;

b) g(x) = (x − 5)ex.
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De�nicja 3. (minimum i maksimum globalne)

Mówimy, »e funkcja f okre±lona na zbiorze A ⊂ Df osi¡ga w

punkcie x0 minimum (maksimum) globalne, je»eli osi¡ga w tym

punkcie warto±¢ najmniejsz¡ (najwi¦ksz¡) spo±ród wszystkich

swoich warto±ci.

Rysunek 3. Ekstrema globalne funkcji.
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�wiczenie 3. Znale¹¢ ekstrema globalne funkcji na podanych

przedziaªach:

a) f(x) = 3x4 − 8x3 − 18x2, [−1,2];

b) g(x) = x3 lnx3, [1e ,2];

c) h(x) = 2 sinx + cos2x, [0,2π].
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�wiczenie 4.Tekst w ksi¡»ce zajmuje na ka»dej stronie powie-

rzchni¦ 200 cm2, marginesy z lewej i z prawej strony s¡ równe

1 cm, a marginesy z doªu i góry s¡ równe 2 cm. Zaprojektowa¢

wymiary kartek w tej ksi¡»ce tak, aby zu»y¢ jak najmniej papieru.

�wiczenie 5.W póªkole o promieniu R wpisa¢ prostok¡t o naj-

wi¦kszym polu. Podstawa prostok¡ta ma le»e¢ na ±rednicy póª-

kola.
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�wiczenie 6. Znale¹¢ wymiary puszki do konserw w ksztaªcie

walca o obj¦to±ci V = 250π cm3, do sporz¡dzenia której zu»yje

si¦ najmniej blachy.

�wiczenie 7. Pies i jego wªa±ciciel stoj¡ po przeciwlegªych stro-

nach okr¡gªego basenu o promieniu R = 10 m. Pies biega z

pr¦dko±ci¡ vb = 5 m
s i pªywa z pr¦dko±ci¡ vp = 1 m

s . Jak po-

winien porusza¢ si¦ pies, aby najszybciej dotrze¢ do wªa±ciciela?

(Przypomnijmy, »e dªugo±¢ ci¦ciwy dla k¡ta ±rodkowego α wy-

ra»a si¦ wzorem: d = 2R sin 1
2α, natomiast dªugo±¢ ªuku dla k¡ta

±rodkowego β jest postaci: l = βR.)
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De�nicja 4. (funkcja wypukªa)

Funkcja jest wypukªa na przedziale (a, b), je»eli

∀a<x1<x2<b∀0<λ<1 f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Uwaga 2.Wypukªo±¢ oznacza, »e ka»dy odcinek siecznej wykresu

le»y wy»ej lub pokrywa si¦ z fragmentem wykresu poªo»onym

mi¦dzy punktami, przez które przechodzi sieczna.

Rysunek 4. Funkcja wypukªa.
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De�nicja 5. (funkcja wkl¦sªa)

Funkcja jest wkl¦sªa na przedziale (a, b), je»eli

∀a<x1<x2<b∀0<λ<1 f(λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Uwaga 3.Wkl¦sªo±¢ oznacza, »e ka»dy odcinek siecznej wykresu

le»y ni»ej lub pokrywa si¦ z fragmentem wykresu poªo»onym mi¦-

dzy punktami, przez które przechodzi sieczna.

Rysunek 5. Funkcja wkl¦sªa.
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Twierdzenie 4. (warunek wystarczaj¡cy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci)

1. Je»eli f ′′(x) > 0 dla ka»dego x ∈ (a, b), to funkcja f jest

wypukªa na (a, b).

2. Je»eli f ′′(x) < 0 dla ka»dego x ∈ (a, b), to funkcja f jest

wkl¦sªa na (a, b).
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�wiczenie 8.Okre±li¢ przedziaªy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci poda-

nych funkcji:

a) f(x) = e−x;

b) g(x) = x4;

c) h(x) = sinx;

d) s(x) = arctanx.
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De�nicja 6. (punkt przegi¦cia wykresu funkcji)

Niech funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna w punkcie x0. Punkt

(x0, f(x0)) nazywamy punktem przegi¦cia wykresu funkcji f , je-

»eli istnieje liczba δ > 0 taka, »e funkcja f jest wypukªa na

(x0 − δ, x0) i wkl¦sªa na (x0, x0 + δ) lub odwrotnie.

Uwaga 4. Punkt wykresu jest punktem przegi¦cia, je»eli funkcja

ma w tym punkcie styczn¡ i zmienia w nim rodzaj wypukªo-

±ci. Wykres funkcji przechodzi wtedy z jednej strony stycznej na

drug¡.

Rysunek 6. Punkt przegi¦cia funkcji.
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Twierdzenie 5. (warunek konieczny istnienia punktu przegi¦cia)

Je»eli funkcja ró»niczkowalna f ma w punkcie x0 punkt przegi¦-

cia, to

f ′′(x0) = 0.

Twierdzenie 6. (warunek wystarczaj¡cy istnienia punktu prze-

gi¦cia)

Je»eli funkcja f speªnia warunki:

1. f ′′(x0) = 0;

2. pochodna f ′′(x) przy przej±ciu zmiennej x przez punkt x0,

zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny),

to wykres funkcji f ma punkt przegi¦cia w punkcie x0.
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�wiczenie 9. Znale¹¢ punkty przegi¦cia podanych funkcji:

a) f(x) = 4x2 +
1

x
;

b) g(x) = ecosx;

c) h(x) = x2 lnx;

d) s(x) = 3
√

1− x3.
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