
Ci¡gi liczbowe

Wykªad nr 8 (In»ynieria sanitarna)

• Podstawowe okre±lenia

• Granice ci¡gów

• Twierdzenia o granicach wªa±ciwych ci¡gów

• Twierdzenia o granicach niewªa±ciwych ci¡gów



De�nicja 1. (ci¡g liczbowy)

Ci¡giem liczbowym nazywamy funkcj¦ odwzorowuj¡c¡ zbiór liczb

naturalnych w zbiór liczb rzeczywistych. Warto±¢ tej funkcji dla

liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ci¡gu i oznaczamy

przez przez an, bn, itp. Ci¡gi o takich wyrazach oznaczamy

odpowiednio przez (an), (bn),itp.

Uwaga 1.Ci¡gi b¦dziemy przedstawiali na pªaszczy¹nie jako zbiór

punktów o wspóªrz¦dnych (n, an), gdzie n ∈ N. Obrazowo: ci¡g

mo»na traktowa¢ jako zbiór ponumerowanych liczb rzeczywistych

ustawionych wedªug rosn¡cych numerów.

Rysunek 1. Ci¡g (an).
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Przykªad 1. Ci¡gi liczbowe mo»emy okre±li¢:

1. wzorem:

a) an = 2n;

b) bn =
1

sinn
;

c) cn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n;

2. rekurencyjnie (tzn. ka»dy wyraz ci¡gu wyra»a si¦ przez

poprzednie):

a) a1 = 7, an+1 = an + 3 - ci¡g arytmetyczny;

b) b1 = 1, bn+1 = 2bn - ci¡g geometryczny;

c) c1 = 2, cn+1 = c1c2 · · · · · cn;

3. opisowo

a) an - n-ta cyfra po przecinku w rozwini¦ciu dziesi¦tnym

liczby π;

b) bn - n-ta liczba pierwsza.
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De�nicja 2. (granica wªa±ciwa ci¡gu)

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy wªa±ciwej a ∈ R, co zapisujemy

lim
n→∞ an = a,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃n0∀n>n0 |an − a| < ε.

Uwaga 2. Ci¡g jest zbie»ny do granicy a, gdy jego dostatecznie

dalekie wyrazy le»¡ dowolnie blisko punktu a.

Rysunek 2. Granica wªa±ciwa ci¡gu.
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De�nicja 3. (granica niewªa±ciwa ci¡gu)

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej ∞, co zapisujemy

lim
n→∞ an = ∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃n0∀n>n0 an > ε.

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej −∞, co zapisujemy

lim
n→∞ an = −∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃n0∀n>n0 an < ε.
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Uwaga 3.Ci¡g jest zbie»ny do granicy∞, gdy dostatecznie dalekie

wyrazy tego ci¡gu s¡ wi¦ksze od dowolnie du»ej liczby. Ci¡g jest

zbie»ny do granicy −∞, gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego

ci¡gu s¡ mniejsze od dowolnie maªej liczby.

Rysunek 3. Granica niewªa±ciwa ∞.

Rysunek 4. Granica niewªa±ciwa −∞.

Uwaga 4. Ci¡gi, które nie maj¡ granicy wªa±ciwej ani niewªa±ci-

wej, nazywamy ci¡gami rozbie»nymi. Przykªadami takich ci¡gów

s¡: an = (−1)n, bn = sin
nπ

2
. W niektórych podr¦cznikach ci¡gi

zbie»ne do ∞ lub −∞ nazywa si¦ ci¡gami rozbie»nymi do ∞ lub

−∞.
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Przykªad 2. Przykªady ci¡gów posiadaj¡cych granic¦:

a) lim
n→∞

a

n
= 0, gdzie a ∈ R;

b) lim
n→∞

n

a
= ∞, gdzie a ∈ R;

c) lim
n→∞

√
a = 1, gdzie a ∈ R;

d) lim
n→∞

n
√

n = 1;

e) lim
n→∞ pn = 0, gdzie p ∈ R i |p| < 1.
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Twierdzenie 1. (o jednoznaczno±ci granicy ci¡gu)

Ka»dy ci¡g zbie»ny ma dokªadnie jedn¡ granic¦.

Twierdzenie 2. (o niezale»no±ci granicy od pocz¡tkowych

wyrazów ci¡gu)

Granica ci¡gu zbie»nego do granicy wªa±ciwej lub niewªa±ciwej nie

zale»y od warto±ci sko«czenie wielu jego pocz¡tkowych wyrazów.
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Twierdzenie 3. (o arytmetyce granic ci¡gów)

Je»eli ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne do granic wªa±ciwych, to

1. lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞ an + lim
n→∞ bn,

2. lim
n→∞(an − bn) = lim

n→∞ an − lim
n→∞ bn,

3. lim
n→∞(c · an) = c · lim

n→∞ an, gdzie c ∈ R,
4. lim

n→∞(an · bn) =
(

lim
n→∞ an

)
·
(

lim
n→∞ bn

)
,

5. lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞ an

lim
n→∞ bn

,

6. lim
n→∞ (an)p =

(
lim

n→∞ an

)p
, gdzie p ∈ Z\ {0},

7. lim
n→∞

k
√

an = k
√

lim
n→∞ an, gdzie k ∈ N\ {1}.
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Z pracy egzaminacyjnej:

�Dla dowolnych ci¡gów (xn),(yn) zachodzi równo±¢

lim
n→∞(xn · yn) = lim

n→∞xn + lim
n→∞ yn,

gdy» logarytm iloczynu równa si¦ sumie logarytmów�.
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�wiczenie 1.Obliczy¢ podane granice ci¡gów:

a) lim
n→∞

n2 − 3n3

n3 + 1
;

b) lim
n→∞

(√
n2 + n− n

)
;

c) lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n√
9n4 + 1

;

d) lim
n→∞

(
2n − 1

3n + 2

)5

;

e) lim
n→∞

(n + 1) 3
√

8n3 + 1

n
√

n2 + 1
;

f) lim
n→∞

(n + 1)!− n!

(n + 1)! + n!
.
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Twierdzenie 4. (o trzech ci¡gach)

Je»eli ci¡gi (an), (bn), (cn) speªniaj¡ warunki:

1. an 6 bn 6 cn dla ka»dego n > n0,

2. lim
n→∞ an = lim

n→∞ cn = b,

to

lim
n→∞ bn = b.
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Twierdzenie o policjantach i pijaku.

Dwaj policjanci prowadz¡ mi¦dzy sob¡ pijaka. Je»eli policjanci

id¡ do izby wytrze¹wie«, to tra� tam tak»e pijak.
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�wiczenie 2.Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach, obliczy¢

podane granice:

a) lim
n→∞

n
√

2n + 3n + 5n;

b) lim
n→∞

2 + n sinn

n2 + 1
;

c) lim
n→∞

n

√
1

n
+

2

n2
+

3

n3
;

d) lim
n→∞

n+1
√

n3 + n2 + 1.

11



Twierdzenie 5. (okre±lenie liczby e)

Ci¡g en =
(
1 +

1

n

)n
jest zbie»ny. Granic¦ tego ci¡gu oznaczamy

przez e, mamy zatem:

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Uwaga 5. Liczba e z dokªadno±ci¡ do 10 cyfr po przecinku jest
równa

2,7182818285.

Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym
i oznaczamy przez ln, mamy zatem: lnx := loge x.
Znane s¡ nast¦puj¡ce, ªatwe do zapami¦tania, przybli»enia wymierne
liczby e:

e ≈
878

323
, e ≈

335588

123456
.
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Twierdzenie 6. (o ci¡gach z granic¡ e)

Je»eli ci¡g (an) o wyraz dodatnich jest zbie»ny do granicy niewªa±ci-

wej ∞, to

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an

= e.

Je»eli ci¡g (an) o wyraz dodatnich jest zbie»ny do granicy niewªa±ci-

wej ∞, to

lim
n→∞

(
1−

1

an

)an

=
1

e
.

Uwaga 6. Powy»sze twierdzenia pozostaj¡ prawdziwe tak»e

wtedy, gdy ci¡g (an) o wyrazach ujemnych jest zbie»ny do granicy

niewªa±ciwej −∞.
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�wiczenie 3.Obliczy¢ podane granice ci¡gów:

a) lim
n→∞

(
1 +

1

n + 2

)3n
;

b) lim
n→∞

(
1−

1

n

)n
;

c) lim
n→∞

(
1−

1

n2

)2n+1
;

d) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)2n+1

;

e) lim
n→∞

(
3n + 1

3n + 4

)n

;

f) lim
n→∞

(
n− 1

n + 3

)2n+1
.
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Twierdzenie 7. (o dwóch ci¡gach)

Je»eli ci¡gi (an), (bn) speªniaj¡ warunki:

1. an 6 bn dla ka»dego n > n0,

2. lim
n→∞ an = ∞,

to

lim
n→∞ bn = ∞.

�wiczenie 4.Korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch ci¡gach, obliczy¢

granice:

a) lim
n→∞ [4n + (−1)n];

b) lim
n→∞

[
(2 cosn− 5)n2

]
;

c) lim
n→∞[2n + sinn].
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Twierdzenie 8. (o granicach niewªa±ciwych ci¡gów)

a +∞ = ∞ a · ∞ = ∞
a
∞ = 0 a

0+ = ∞
a∞ = 0 dla 0+ 6 a < 1 a∞ = ∞ dla a > 1

∞b = 0 dla b < 0 ∞b = ∞ dla b > 0

Uwaga 7. Równo±ci podane w tabelce s¡ symboliczn¡ form¡ za-
pisu odpowiednich twierdze«. Np. równo±¢

a

0+
= ∞, jest skró-

con¡ postaci¡ twierdzenia:
Je»eli ci¡gi (an), (bn) speªniaj¡ warunki:

1. lim
n→∞ an = a, 2. lim

n→∞ bn = 0, gdzie bn > 0 dla ka»dego n ∈ N,

to

lim
n→∞

an

bn
= ∞.
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�wiczenie 5.Obliczy¢ podane granice ci¡gów:

a) lim
n→∞

2n− (n + 1)!

n + 1
;

b) lim
n→∞

(
2n2 + 1

3n2 + 1

)n−n2

;

c) lim
n→∞(

√
n + 3−

√
n);

d) lim
n→∞

2 + n2 − n5

1 + n3
.
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De�nicja 4. (wyra»enia nieoznaczone)

Symbole:

∞−∞ 0 · ∞
0

0

∞
∞

1∞ ∞0 00

nazywamy wyra»eniami nieoznaczonymi. Ich warto±ci zale»¡ od

postaci ci¡gów je tworz¡cych.
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Przykªad 3.We¹my ci¡gi (xn) i (yn) speªniaj¡ce warunki:

lim
n→∞xn = ∞, lim

n→∞ yn = ∞. Wtedy granica lim
n→∞

xn

yn
przyjmuje ró»ne warto±ci albo nie istnieje.

a) Dla xn = n2 oraz yn = n mamy lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞n = ∞.

b) Dla xn = a·n, (a > 0) oraz yn = n mamy lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞ a = a.

c) Dla xn = n oraz yn = n2 mamy lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞
1

n
= 0.

d) Dla xn = (2 + (−1)n)n oraz yn = n

mamy lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞(2 + (−1)n) - nie istnieje.
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