Twierdzenia o pochodnych

Wyktad nr 11 (Inzynieria sanitarna)
e Twierdzenia o wartosci Sredniej
e Reguta de L'Hospitala

e Rozwiniecie Taylora funkcji



Twierdzenie 1. (Roll’a*)
Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na (a,b) i f(a) = f(b), to
istnieje taki punkt c € (a,b), zZe

f'(c) = 0.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a.

*Michel Rolle (1652-1719) - matematyk francuski



Twierdzenie 2. (Lagrange’a™)
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na (a,b), to istnieje taki
punkt c € (a,b), ze

£(b) = (@)

fle) = 22—

Rysunek 2. Interpretacja geometryczna twierdzenia LLagrange’a.

*Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) - matematyk i astronom francuski
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Twierdzenie 3. (warunki wystarczajgce monotonicznosci funkcji)
Niech I oznacza dowolny przedziat. Jezeli dla kazdego x € 1
funkcja f spetnia warunek:

1. f'(z) = 0, to jest stata na I;

2. f/(z) > 0, to jest rosngca na I;

3. f/(z) < 0, to jest malejaca I.



Cwiczenie 1. Znalez¢ przedziaty monotonicznosci podanych funkcji:
X

a) f(@) =1
b) f(x) =sinxz 4+ cosx;
c) f(z) = 3z° + 523;

d) f(x) = x + cosz.




Twierdzenie 4. (reguta de L'Hospitala* dla nieoznaczonosci %)
Jezeli funkcje f i g spetniajg warunki:

1. Jim f(z) = lim g(z) =0, przy czym g(z) # 0,
/
2. istnieje granica lim %) qwtasciwa lub niewtasciwa),
=20 g'(x)
to
f(x) f(x)

lim = |Iim .
=0 g(x) %0 g'(x)

Uwaga 1. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz granic w —oo lub w oo.

*Guillaume Francois Antoine de L'Hospital (1661-1704) - matematyk fran-
cuski.



Cwiczenie 2. Obliczy¢ podane granice:

. Sin3x
a) lim — ;
fB—>7TS|{105a:
xY — 1
b)) lim ———;
) r—1 3 — 1

! m—2arctanz
C) Jim T
n (14 %)

_ In COos x
d) lim :
r—0+ INCcos 2x




Twierdzenie 5. (reguta de L'Hospitala dla nieoznaczonosci %)
Jezeli funkcje f i g spetniajg warunki:

1. Jim f(z) = lim g(z) = oo,
/
2. istnieje granica lim f(z) (wtasciwa lub niewtasciwa)
=70 g'(x)
to
f(z) f'(x)

Uwaga 2. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz granic w —oo lub w oo.



Cwiczenie 3. Obliczy¢ podane granice:

IN
a) lim —
T— 00 €T
tan3
b) lim y
:U—>% tanzx
, :c3—23:—|—1
c) lim ;
z—00  4g3 4 2
In sin
d) lim u

+—0+ In tanz



TozsamosSci zmieniajace rodzaje nieoznaczonosci

Nieoznaczonoscé

Stosowana tozsamosc

Otrzymana nieoznaczonosC

O
S f°g=£ ~lub =
1 00
g
1 1
-9 f 0
00 — OO f—g= T 0
Ig
1° 09, oY f9=e9'nJs 0- o0

Uwaga 3. TozsamoSC podang dla nieoznaczonosci oo — oo Stosu-
jemy dopiero wtedy, gdy zawiodg inne sposoby jej usuwania.




Cwiczenie 4. Obliczy¢ podane granice:

a) lim xzlInz;
r—0t

b) lim ( 1 1 )
x—0 2332 2xtanax ’

2 €T

c) lim (—arctan:z:) .

L—00 \ 11
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Definicja 1. (wielomiany Taylora* i Maclaurina')
Zatdézmy, ze funkcja f ma w punkcie xg pochodng rzedu k, gdzie
ke NU{0}. Wielomian

f’(fL’o) f”(a?‘o)

£(6) (4
Pe(a) = 1)+ (o) + 500 (g 4T (0

nazywamy W|elom|anem Taylora rzedu k funkcji f w punkcie xg.
Dla zg = 0 wielomian ten nazywamy wielomianem Maclaurina.

*Brook Taylor (1685-1731) - matematyk angielski.
fColin Maclaurin (1698-1746) - matematyk szkocki.
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Twierdzenie 6. (wzo6r Taylora z resztg Lagrange’a)
Jezeli funkcja f ma wszystkie pochodne do rzedu n wtgczenie na
przedziale [xq,xz], to istnieje taki punkt ¢ € (xg,x), Z€

f! (330)

(a )—I—f(:cO)(a:'—a?)2

(n 1) (4 (n)(c
f(n — ](-)?)(CB . xo)(n—l) 4 / n!( )(.CU . mo)n.

f(x) = f(zo) +

_I_
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Cwiczenie 5. Napisa¢ wzor Taylora z resztg Lagrange’a dla po-
danych funkcji f, punktow xqg oraz n:
a) f(x) =cosxz, tg=m, n =206,

1
b) f(w)=\/—5, z0 =1, n=23.

Cwiczenie 6. Rozwing¢ podane funkcje w szeregi Maclaurina:
a) f(x) =e%;
b) g(z) =In(1+ x).
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