
Funkcje liczbowe

Wykªad

• Podstawowe okre±lenia

• Funkcje okresowe, parzyste i nieparzyste

• Funkcje monotoniczne, zªo»enia funkcji

• Funkcje odwrotne, cyklometryczne

• Funkcje elementarne



De�nicja 1. (funkcja)

Funkcj¡ okre±lon¡ na zbiorze X ⊂ R o warto±ciach w zbiorze

Y ⊂ R nazywamy przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi x ∈ X
dokªadnie jednego elementu y ∈ Y . Funkcj¦ tak¡ oznaczamy

przez f : X −→ Y . Warto±¢ funkcji f w punkcie x oznaczamy

przez f(x).

De�nicja 2. (dziedzina, przeciwdziedzina, zbiór warto±ci funkcji)

Niech f : X −→ Y . Wtedy zbiór X nazywamy dziedzin¡ funkcji f

i oznaczamy przez Df , a zbiór Y nazywamy jej przeciwdziedzin¡.

Ponadto zbiór {
f(x) ∈ Y : x ∈ Df

}
nazywamy zbiorem warto±ci funkcji f i oznaczamy przez Wf .
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�wiczenie 1.Okre±li¢ dziedziny oraz zbiory warto±ci funkcji:

a) f(x) = log(x2 − 1);

b) g(x) = ctg πx;

c) h(x) = 1 +
√

sinx;

d) l(x) =
x2

|x|
;

e) m(x) =
−1

x2 + 1
.
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De�nicja 3. (wykres funkcji)

Wykresem funkcji f : X −→ Y nazywamy zbiór{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ X, y = f(x)

}
.

Uwaga 1.Podzbiór pªaszczyzny XOY jest wykresem pewnej funk-

cji zmiennej x, gdy ka»da pionowa prosta przecina go co najwy»ej

w jednym punkcie.

Rysunek 1.Wykres funkcji.

Rysunek 2. Zbiór Γ nie jest wykresem funkcji.
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De�nicja 4. (funkcja �na�)

Funkcja f odwzorowuje zbiór X na zbiór Y , wtedy i tylko wtedy,

gdy

∀y∈Y ∃x∈X f(x) = y.

Uwaga 2. Funkcja jest �na�, gdy jej zbiór warto±ci pokrywa si¦

z jej przeciwdziedzin¡.

Przykªad 1. Przykªadami funkcji f : X −→ Y odwzorowuj¡cych

zbiór X na zbiór Y s¡:

a) f(x) = sinx dla X = [0,2π) i Y = [−1,1];

b) g(x) = x2 dla X = R i Y = [0,∞).
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De�nicja 5. (funkcja okresowa)

Funkcja f : X −→ R jest okresowa, je»eli

∃T>0∀x∈X f(x+ T ) = f(x).

Liczb¦ T nazywamy okresem funkcji f .

Uwaga 3. Funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesuni¦ciu

o wektor ~v = [T,0] naªo»y si¦ na siebie.

Rysunek 3.Wykres funkcji y = sinx oraz funkcji y = cosx.
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De�nicja 6. (funkcja parzysta)

Funkcja f : X −→ R jest parzysta, je»eli

∀x∈X f(−x) = f(x).

Uwaga 4. Funkcja jest parzysta, gdy jej wykres jest symetryczny

wzgl¦dem osi OY

Rysunek 4.Wykres funkcji y = x2.
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De�nicja 7. (funkcja nieparzysta)

Funkcja f : X −→ R jest nieparzysta, je»eli

∀x∈X f(−x) = −f(x).

Uwaga 5. Funkcja jest nieparzysta, gdy jej wykres jest syme-

tryczny wzgl¦dem ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych.

Rysunek 5.Wykres funkcji y = tanx dla x ∈ (−
π

2
,
π

2
).

Rysunek 6.Wykres funkcji y = x3.
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De�nicja 8. (funkcja ograniczona)

Funkcja f jest ograniczona na zbiorze A ⊂ Df , je»eli zbiór jej

warto±ci jest ograniczony na tym zbiorze, tzn.

∃m,M∈R ∀x∈A m 6 f(x) 6M.

Uwaga 6. Funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres jest poªo»ony

mi¦dzy dwiema prostymi poziomymi.

Rysunek 7.Wykres funkcji y = tanx dla x ∈ (−
π

4
,
π

4
).
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De�nicja 9. (funkcja rosn¡ca)

Funkcja f : X −→ R jest rosn¡ca na zbiorze A ⊂ X, je»eli

∀x1,x2∈A
[
(x1 < x2)⇒

(
f(x1) < f(x2)

)]
.

Uwaga 7. Funkcja jest rosn¡ca, gdy wraz ze wzrostem argumen-

tów rosn¡ jej warto±ci, tzn. gdy poruszaj¡c si¦ w prawo po jej

wykresie wznosimy si¦ do góry.

Rysunek 8.Wykres funkcji y = ex.
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De�nicja 10. (funkcja malej¡ca)

Funkcja f : X −→ R jest malej¡ca na zbiorze A ⊂ X, je»eli

∀x1,x2∈A
[
(x1 < x2)⇒

(
f(x1) > f(x2)

)]
.

Uwaga 8.Funkcja jest malej¡ca, gdy wraz ze wzrostem argumen-

tów malej¡ jej warto±ci, tzn. gdy poruszaj¡c si¦ w prawo po jej

wykresie opadamy w dóª.

Rysunek 9.Wykres funkcji y =
1

x
dla x > 0.

De�nicja 11. (funkcja monotoniczna)

Mówimy, »e funkcja jest monotoniczna na zbiorze A, je»eli jest

rosn¡ca lub malej¡ca na tym zbiorze.
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De�nicja 12. (funkcja zªo»ona)

Zªo»eniem funkcji f : X −→ Y i g : Y −→ Z nazywamy funkcj¦

f ◦ g : X −→ Z okre±lon¡ wzorem:

(f ◦ g)(x) := g
(
f(x)

)
dla x ∈ X.

�wiczenie 2.Okre±li¢ funkcje zªo»one f ◦ f , f ◦ g, g ◦ f , g ◦ g oraz

ich dziedziny, je»eli:

a) f(x) = x2, g(x) =
√
x;

b) f(x) = 2x, g(x) = cosx.
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De�nicja 13. (funkcja ró»nowarto±ciowa)

Funkcja f : X −→ R jest ró»nowarto±ciowa na zbiorze A ⊂ X,

je»eli

∀x1,x2∈A
[
(x1 6= x2)⇒

(
f(x1) 6= f(x2)

)]
.

Uwaga 9. Funkcja jest ró»nowarto±ciowa, gdy ró»nym argumen-

tom odpowiadaj¡ ró»ne warto±ci. Przy sprawdzaniu ró»nowarto-

±ciowo±ci funkcji wygodnie jest korzysta¢ z de�nicji równowa»nej:

∀x1,x2∈A
[(
f(x1) = f(x2)

)
⇒ (x1 = x2)

]
.

�wiczenie 3.Uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ ró»nowarto±ciowe

na wskazanych zbiorach:

a) f(x) = x3 + 1, R; b) g(x) =
1

x2
, (−∞,0).

12



De�nicja 14. (funkcja odwrotna)

Niech funkcja f : X −→ Y b¦dzie �na� i ró»nowarto±ciowa. Funk-

cj¡ odwrotn¡ do f nazywamy funkcj¦ f−1 : Y −→ X okre±lon¡

przez warunek:

f−1(y) := x⇔ y = f(x), gdzie x ∈ X, y ∈ Y.

Uwaga 10.Wykres funkcji odwrotnej f−1 otrzymujemy z wykresu

funkcji f odbijaj¡c go symetrycznie wzgl¦dem prostej y = x oraz

zamieniaj¡c mi¦dzy sob¡ jednocze±nie nazwy osi x←→ y.

�wiczenie 4. Znale¹¢ funkcje odwrotne do podanych:

a) f(x) = x2 − 2x, x ∈ [2,∞);

b) g(x) = 2−
√
x+ 1, x ∈ R.
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De�nicja 15. (funkcje cyklometryczne)

1. Funkcja y = arcsinx (czyt. arkus sinus) jest funkcj¡ odwrotn¡

do funkcji y = sinx obci¦tej do przedziaªu [−
π

2
,
π

2
]. Dziedzin¡

funkcji y = arcsinx jest przedziaª [−1,1].

Rysunek 10. Arcus sinus.

2. Funkcja y = arccosx (czyt. arkus kosinus) jest funkcj¡ od-

wrotn¡ do funkcji y = cosx obci¦tej do przedziaªu [0, π].

Dziedzin¡ funkcji y = arccosx jest przedziaª [−1,1].

Rysunek 11. Arcus kosinus.
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3. Funkcja y = arctanx (czyt. arkus tangens) jest funkcj¡

odwrotn¡ do funkcji y = tanx obci¦tej do przedziaªu (−
π

2
,
π

2
).

Dziedzin¡ funkcji y = arctanx jest R.

Rysunek 12. Arcus tangens.

4. Funkcja y=arcctgx (czyt. arkus kotangens) jest funkcj¡ od-

wrotn¡ do funkcji y=ctgx obci¦tej do przedziaªu (0, π).

Dziedzin¡ funkcji y=arcctgx jest R.

Rysunek 13. Arcus kotangens.
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De�nicja 16. (funkcje elementarne)

Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: staªe, pot¦gowe,

wykªadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne

oraz ich zªo»enia.

Twierdzenie 1. (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.
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De�nicja 17. (funkcja staªa)

Funkcj¡ staª¡ nazywamy funkcj¦ dan¡ wzorem:

f(x) = c dla x ∈ R,

gdzie c ∈ R jest staª¡.

Rysunek 14. Funkcja staªa.
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De�nicja 18. (warto±¢ bezwzgl¦dna)

Warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ nazywamy funkcj¦ |·| : R −→ [0,∞) okre-

±lon¡ wzorem:

|x| :=

 x dla x > 0,

−x dla x < 0.

Rysunek 15.Warto±¢ bezwzgl¦dna.
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De�nicja 19. (funkcja pot¦gowa)

Funkcj¡ pot¦gow¡ nazywamy funkcj¦ dan¡ wzorem:

f(x) = xn dla x ∈ R,

gdzie n jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡, lub wzorem:

f(x) = x
1
n dla x ∈ R+ ∪ {0} , n ∈ N.

Uwaga 11. Zachodzi nast¦puj¡cy warunek:

n
√
x = x

1
n.
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De�nicja 20. (wielomian)

Wielomianem nazywamy funkcj¦ W : R −→ R okre±lon¡ wzorem:

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

gdzie n ∈ N ∪ {0} oraz ai ∈ R dla 0 6 i 6 n, przy czym an 6= 0.

Liczb¦ n nazywamy stopniem wielomianu W .

Przykªad 2. Funkcje W1(x) = 3, W2(x) = −4x3 + x2 − 3x + 5,

W3(x) = 1− x100 s¡ wielomianami.
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De�nicja 21. (funkcja wymierna)

Funkcj¦, któr¡ mo»na zapisa¢ w postaci ilorazu dwóch wielomia-

nów, nazywamy funkcj¡ wymiern¡.

Przykªad 3. Funkcje wymierne:

f(x) =
x9

x8 − x6 − 1
, g(x) =

1

x3 − 2x− 10
.
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De�nicja 22. (funkcja wykªadnicza)

Funkcj¦ postaci: f(x) = ax, x ∈ R, gdzie a ∈ R+ \ {1}, nazywamy

funkcj¡ wykªadnicz¡.

De�nicja 23. (funkcja logarytmiczna)

Funkcj¦ postaci: f(x) = loga x, x ∈ R+, gdzie a ∈ R+ \ {1},
nazywamy funkcj¡ logarytmiczn¡.

Uwaga 12. Je»eli a ∈ (0,1), to funkcje wykªadnicza i logarytmi-

czna s¡ funkcjami malej¡cymi, natomiast dla a ∈ (1,∞) s¡ funkcja-

mi rosn¡cymi.

Rysunek 16. Funkcja wykªadnicza.

Rysunek 17. Funkcja logarytmiczna.
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De�nicja 24. (funkcja eksponencjalna)

Funkcj¦ wykªadnicz¡ o podstawie e nazywamy funkcj¡ eksponen-

cjaln¡ i oznaczamy równie»: expx := ex (czyt. eksponens).

De�nicja 25. (logarytm naturalny)

Logarytm o podstawie równej liczbie e nazywamy logarytmem

naturalnym i oznaczamy: lnx := loge x.

Rysunek 18. Funkcja eksponencjalna i logarytm naturalny.
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