Funkcje liczbowe

Wyktad
Podstawowe okreSlenia
Funkcje okresowe, parzyste i nieparzyste
Funkcje monotoniczne, ztozenia funkcji
Funkcje odwrotne, cyklometryczne

Funkcje elementarne



Definicja 1. (funkcja)

Funkcjg okreSlong na zbiorze X C R o wartosSciach w zbiorze
Y C R nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X
doktadnie jednego elementu y € Y. Funkcje taka oznaczamy
przez f . X — Y. WartosSC funkcji f w punkcie x oznaczamy

przez f(x).

Definicja 2. (dziedzina, przeciwdziedzina, zbior wartosci funkcji)
Niech f: X — Y. Wtedy zbidr X nazywamy dziedzing funkcji f
| Oznaczamy przez Df, a zbidr Y nazywamy jej przeciwdziedzing.
Ponadto zbidr

{f(:c)EY:xEDf}

nazywamy zbiorem wartosci funkcji f i oznaczamy przez Wf.
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Cwiczenie 1. Okresli¢ dziedziny oraz zbiory wartosci funkcji:
a) f(z) =log(z? — 1),
b) g(x) = ctg wx;
c) h(x) = 12—|— vsinz;
xr

d) l(z) =

||

e) m(x) =

24+ 1



Definicja 3. (wykres funkcji)
Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbidr

{(:c,y) c R?: :I:EX,yzf(:c)}.

Uwaga 1. Podzbior ptaszczyzny XOY jest wykresem pewnej funk-
Cji zmiennej z, gdy kazda pionowa prosta przecina go Co najwyzej
w jednym punkcie.

Rysunek 1. Wykres funkcji.

Rysunek 2. Zbior I’ nie jest wykresem funkcji.



Definicja 4. (funkcja ,,na’)
Funkcja f odwzorowuje zbidr X na zbidr Y, wtedy i tylko wtedy,

gdy
Vyeydeex f(z) =v.

Uwaga 2. Funkcja jest ,,na", gdy jej zbidr wartosci pokrywa sie
Z jej przeciwdziedzing.

Przyktad 1. Przyktadami funkcji f : X — Y odwzorowujacych
zbior X na zbior'Y s3:

a) f(x) =sinx dla X =[0,2n) i Y =[-1,1],

b) g(x) =22 dla X =R iY = [0, c0).



Definicja 5. (funkcja okresowa)
Funkcja f : X — R jest okresowa, jezeli

Ir~oVeex flz+T) = f(x).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f.

Uwaga 3. Funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesunieciu
o wektor v = [T, 0] natozy sie na siebie.

Rysunek 3. Wykres funkcji y = sinx oraz funkcji y = COS x.



Definicja 6. (funkcja parzysta)
Funkcja f : X — R jest parzysta, jezeli

Veex f(—x) = f(x).
Uwaga 4. Funkcja jest parzysta, gdy jej wykres jest symetryczny
wzgledem osi OY

Rysunek 4. Wykres funkcji y = z2.



Definicja 7. (funkcja nieparzysta)
Funkcja f : X — R jest nieparzysta, jezeli

Veex f(—z) = —f(z).

Uwaga 5. Funkcja jest nieparzysta, gdy jej wykres jest syme-
tryczny wzgledem Srodka uktadu wspotrzednych.

Rysunek 5. Wykres funkcji y = tanx dla x € (—g, g).

Rysunek 6. Wykres funkcji y = x3.



Definicja 8. (funkcja ograniczona)
Funkcja f jest ograniczona na zbiorze A C Df, jezeli zbior jej
wartosci jest ograniczony na tym zbiorze, tzn.

I, McR Vaca M < f(z) < M.

Uwaga 6. Funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres jest potozony
miedzy dwiema prostymi poziomymi.

Rysunek 7. Wykres funkcji y = tanx dla x € (—%, %).



Definicja 9. (funkcja rosnaca)
Funkcja f : X — R jest rosnaca na zbiorze A C X, jezeli

Varased (@1 <22) = (f(21) < f(22))].

Uwaga 7. Funkcja jest rosnaca, gdy wraz ze wzrostem argumen-
tow rosng jej wartosci, tzn. gdy poruszajac sie w prawo po jej
wykresie wznosimy sie do gory.

Rysunek 8. Wykres funkcji y = e*.



Definicja 10. (funkcja malejaca)
Funkcja f : X — R jest malejgca na zbiorze A C X, jezeli

Varased |1 <22) = (f(z1) > f(22))].

Uwaga 8. Funkcja jest malejaca, gdy wraz ze wzrostem argumen-
tow maleja jej wartosci, tzn. gdy poruszajac sie w prawo po jej
wykresie opadamy w dot.

1
Rysunek 9. Wykres funkcji y = — dla x > 0.
xr

Definicja 11. (funkcja monotoniczna)

Mowimy, ze funkcja jest monotoniczna na zbiorze A, jezeli jest
rosnaca lub malejgca na tym zbiorze.
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Definicja 12. (funkcja ztozona)
Ztozeniem funkcji f : X — Y 1 g Y — Z nazywamy funkcje
fog: X — Z okreSlong wzorem:

(foq)(zx):= g(f(x)) dla z¢cX.

Cwiczenie 2. Okresli¢ funkcje ztozone fof, fog, gof, gog oraz
ich dziedziny, jezeli:

a) f(x) =22, g(x) = Va;

b) f(x) = 2%, g(x) = coswz.
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Definicja 13. (funkcja roznowartosciowa)

Funkcja f : X — R jest rOéznowartosciowa na zbiorze A C X,
jezeli

Varased (@17 22) = (f(21) # f(x2))].

Uwaga 9. Funkcja jest roznowartosSciowa, gdy réznym argumen-
tom odpowiadajg rozne wartosci. Przy sprawdzaniu roznowarto-
Sciowosci funkcji wygodnie jest korzystacC z definicji rownowaznej:

Vorased | (F(z1) = f(22)) = (w1 = z2)| .

-

Cwiczenie 3. Uzasadnic, ze podane funkcje sg roZznowartosciowe
na wskazanych zbiorach:

2) f@) =23+ 1, B b) g(a) = 5, (~00,0).
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Definicja 14. (funkcja odwrotna)

Niech funkcja f : X — Y bedzie ,,na”’ i roznowartosciowa. Funk-
cja odwrotng do f nazywamy funkcje f—l Y — X okreSlong
przez warunek:

1) =z oy =f(a), gdzie z € X,y € Y.

Uwaga 10. Wykres funkcji odwrotnej f—l otrzymujemy z wykresu
funkcji f odbijajac go symetrycznie wzgledem prostej y = x oraz
zamieniajac miedzy sobg jednoczeSnie nazwy 0Si  +— .

Cwiczenie 4. Znalez¢ funkcje odwrotne do podanych:
a) f(z) =22 -2z, € [2,00);
b) g(x) =2—-+vVz+1, z € R.
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Definicja 15. (funkcje cyklometryczne)
1. Funkcja y = arcsinx (czyt. arkus sinus) jest funkcjg odwrotng
do funkcji y = sinxz obcietej do przedziatu [—g,g]. Dziedzing

funkcji y = arcsinz jest przedziat [—1, 1].
Rysunek 10. Arcus sinus.

2. Funkcja y = arccosz (czyt. arkus kosinus) jest funkcjg od-
wrotng do funkcji y = cosz obcietej do przedziatu [0, w].
Dziedzing funkcji y = arccosx jest przedziat [—1, 1].

Rysunek 11. Arcus kosinus.
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3. Funkcja y = arctanx (czyt. arkus tangens) jest funkcja

T T
odwrotng do funkcji y = tanx obcietej do przedziatu (—5,5).
Dziedzing funkcji y = arctanx jest R.

Rysunek 12. Arcus tangens.

4. Funkcja y=arcctgx (czyt. arkus kotangens) jest funkcja od-
wrotng do funkcji y=ctgz obcietej do przedziatu (0, ).
Dziedzing funkcji y=arcctgx jest R.

Rysunek 13. Arcus kotangens.
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Definicja 16. (funkcje elementarne)
Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: state, potegowe,
wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne

oraz ich ztozenia.

Twierdzenie 1. (o ciggtosci funkcji elementarnych)
Funkcje elementarne sa ciggte w swoich dziedzinach.
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Definicja 17. (funkcja stata)
Funkcja statag nazywamy funkcje dang wzorem:

f(x) =c dla z € R,
gdzie ¢ € R jest stata.

Rysunek 14. Funkcja stata.
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Definicja 18. (wartos¢ bezwzgledna)
Wartoscig bezwzgledng nazywamy funkcje || : R — [0, o) okre-
Slong wzorem:
2| x dla x>0,
Tl .=
—x dla x < 0.

Rysunek 15. Wartos¢ bezwzgledna.
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Definicja 19. (funkcja potegowa)
Funkcja potegowa nazywamy funkcje dang wzorem:

f(x) = 2™ dla x € R,

gdzie n jest ustalong liczbg naturalng, lub wzorem:

1
f(x) = an dla ze€R;U{0},n€N.

Uwaga 11. Zachodzi nastepujacy warunek:

YV = xn.

S|

19



Definicja 20. (wielomian)
Wielomianem nazywamy funkcje W : R — R okreSlong wzorem:

W(z) = anx™ + an_lxn_l + -+ a1z + aop,

gdzie n € NU {0} oraz a; € R dla 0 < ¢ < n, przy czym an # 0.
Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu W.

Przyktad 2. Funkcje W1(z) = 3, Wo(z) = —423 + 22 — 32 + 5,
Wa(z) = 1 — 2100 sg wielomianami.
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Definicja 21. (funkcja wymierna)
Funkcje, ktdérg mozna zapisaC w postaci ilorazu dwdch wielomia-
now, nazywamy funkcjga wymierna.

Przykfad 3. Funkcje wymierne:

f@) = 9(x) =

— g6 -1’ 3 —2x — 10
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Definicja 22. (funkcja wyktadnicza)
Funkcje postaci: f(z) = a”, = € R, gdzie a € R4\ {1}, nazywamy
funkcja wyktadnicza.

Definicja 23. (funkcja logarytmiczna)
Funkcje postaci: f(x) = log,z, v € R4, gdzie a € Ry \ {1},
nazywamy funkcja logarytmiczna.

Uwaga 12. Jezeli a € (0,1), to funkcje wyktadnicza i logarytmi-
czna s3 funkcjami malejacymi, natomiast dla a € (1, c0) sg funkcja-
mMi rosngcymi.

Rysunek 16. Funkcja wyktadnicza.

Rysunek 17. Funkcja logarytmiczna.
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Definicja 24. (funkcja eksponencjalna)
Funkcje wyktadniczg o podstawie e nazywamy funkcjg eksponen-
cjalng i oznaczamy rowniez: expx := €% (czyt. eksponens).

Definicja 25. (logarytm naturalny)
Logarytm o podstawie rownej liczbie e nazywamy logarytmem
naturalnym i oznaczamy: Inz := 109, x.

Rysunek 18. Funkcja eksponencjalna i logarytm naturalny.
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