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ZAGADNIENIE TRANSPORTOWE

Nazwa zagadnienie transportowe kKojarzy sie z transportem. Jako
pierwszy sformutowat je w 1941 roku F.L. Hitchcock i rzeczywi-

Scie dotyczyto ono transportu pewnego produktu.

Pozniej okazato sie, ze wiele innych zagadnien praktycznych,
nie majacych nic wspolnego z transportem, mozna sformutowac
w ten sposob.



Metoda rozwigzywania tego zagadnienia, zwana algorytmem trans-
portowym, zostata opracowana przez G.B. Dantziga (podobnie
zreszty jak metoda sympleks). Metoda ta jest rownowazna me-
todzie sympleks, tzn. daje ten sam cigg rozwigzan dopuszczal-
nych, ,,zmierzajacych’” do rozwigzania optymalnego.

Jednak rachunki sa znacznie prostsze, co pozwala rozwigzywac
problemy szybciej niz algorytm sympleks. Daje tez mozliwosC
rozwigzywania problemow ,wiekszych” rozmiarow.



SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

W zagadnieniu transportowym pewna ilos€ jednorodnego towaru
jest przewozona od m dostawcow do n odbiorcdw, gdzie

a; - liczba jednostek towaru dostepna u i-tego dostawcy,
bj - liczba jednostek towaru potrzebna u j-tego odbiorcy,

Cij - koszt transportu jednostki towaru od :-tego dostawcy do
7-tego odbiorcy.

Problemem stanowi okreSlenie takiego planu przewozu, ktory za-
pewni przewdz catosci towaru od dostawcow do odbiorcow, przy
Mminimalnym sumarycznym Kkoszcie transportu.



Macierz C = [cij} nazywamy macierza jednostkowych kosztow
transportu, zas liczby:

ai,...,am - zasobami dostawcow,
bi,...,bn - zapotrzebowaniem odbiorcow.

Uwaga 1. (TERMINOLOGIA)
Czesto zasoby dostawcow okreSla sie krotko jako podaz, nato-
miast zapotrzebowanie odbiorcoéw jako popyt.



Poczatkowo bedziemy zaktadal, ze catosSC podazy rownowazy
catosSC popvytu, tzn. zachodzi:

m n
> a;= ) bj (1)
i=1 j=1

Zagadnienie dla ktdérego zachodzi powyzszy warunek bedziemy
nazywal zagadnieniem zamknietym (zbilansowanym).

Uwaga 2. W dalszej czeSci pokazemy, ze inne przypadki w tatwy
sposOb mozna sprowadzi€ do zagadnienia zamknietego.



Rozwigzanie zadania transportowego polega na znalezieniu ta-
kKiego planu przewozow, ktory minimalizuje tgczny koszt trans-
portu i spetnia zatozenia:

i) taczna iloS€ towaru wywieziona od kazdego dostawcy jest
rowna jego zasobom,

ii) taczna iloS€ towaru przywieziona do kazdego odbiory jest
rowna jego zapotrzebowaniu.

Uwaga 3. RéwnosS¢ (1) (tzn. fakt, ze zadanie jest zamkniete)
jest konieczna, aby obydwa zatozenia i) oraz ii) mogty byc€ jed-
noczesnie spetnione.



W celu zbudowania modelu matematycznego zagadnienia trans-
portowego, wprowadzamy macierz zmiennych decyzyjnych

O wymiarach m x n, gdzie x;; OZnacza iIloSC towaru przewieziong

od 2-tego dostawcy do j-tego odbiorcy. Przy takich oznaczeniach
zagadnienie transportowe ma postac:

(

ZE:: iTi; — min
) 2

m
sl
ri; =a; (1=1,...,m) (warunkidia dostawcow)

J=1

m

Tii = (j=1,...,n) (warunki dla odbiorcéw)

=1
r;; > 0 dla kazdego (i,j)




Zauwazmy, ze jest to program liniowy w postaci standardowe.
Zatem po sprowadzeniu go do postaci kanonicznej mozna go
rozwigzaC metoda sympleks.

Nalezy jednak podkreSlic, ze juz dla niewielkich wartosci m i n
moze to byC duzy program, np. m = 5 i n = 10 otrzymujemy
program o 50 zmiennych decyzyjnych i 15 warunkach ogranicza-
jacych (dla m = 100 i n = 100 mamy 10000 zmiennych i 200
warunkow).



Specjalna struktura tego programu (duza liczba zer w tablicy
sympleksowej) umozliwia dostosowanie algorytmu sympleks tak,
aby przyspieszyC rachunki. Zobaczymy to na przyktadzie.

Przyktad 1. Przedsiebiorstwo ,,Spotem’” ma w trzech magazy-
nach po 20 ton maki w kazdym. Trzy piekarnie nalezgce do
tego przedsiebiorstwa zgtaszajg zapotrzebowanie na (odpowied-
nio) 10, 30 i 20 ton maki. Koszty transportu jednej tony maki
Z 1-tego magazynu do j-tej piekarni zawiera macierz

(2 4 3]
C=|15 2].
11 6
UstaliCc plan przewozu maki z magazynow do piekarni minimali-
zujacy tgczne koszty transportu.




Niech z;; oznacza wielkoSC przewozu z i-tego magazynu do j-
tej piekarni. Uwzgledniajagc wszystkie dane, otrzymujemy model
matematyczny tego zadania w nastepujacej postaci:

( 2x11 + 4x10 + 3x13 + 21 + bxoo -+ 2x23 + 31 + 32 + 633 — min
)

11 + 212 + 13 = 20
xo1 + oo + xo3 = 20 3 warunki dla dostawcéw

< r31 + 32 + 233 = 20 )
x11 + 21 + 31 = 10

x12 + oo + x30 = 30 » warunki dla odbiorcéw

r13 + 223 + 33 = 20 |
\ ZBZ]}O dla 2,7 =1,2,3.

Jest to program liniowy w postaci standardowej, wiec mozna go
zapisaC w tablicy sympleksowej. Mamy
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T11 12 13 21 22 23 31 32 33
o2 4 3 1 5 2 1 1 6
201 1 1 O O O O O O
2000 0 O0 1 1 1 O O O
2000 0 0 O O O 1 1 1
i0fj1 o0 o0 1 o0 O 1 0 O
30,0 1 0 O 1 O O 1 O
200 0 1 O O 1 O 0 1

Zauwazmy, ze macierz ograniczen sktada sie z samych zer i je-
dynek (przy czym zer jest duzo wiecej).

Widzimy, ze tablica sympleksowa stowarzyszona z tym, raczej
matym problemem, jest duza. Okazuje sie jednak, ze istnieje zde-
cydowanie bardziej oszczedny, sposOb przedstawienia tego pro-
blemu - w postaci tzw. tablicy transportowej.
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Tablica transportowa dla naszego przyktadu jest postaci:

bv by b3
10 30 20
aa 20 2 4 3
aww 2001 5 2
az 20| 1 1 6

Na razie jest to jeszcze tablica niekompletna - pojawia sie w niej
jeszcze dane dotyczace wielkoSci przewozow na poszczegdlnych
trasach. WielkoSci te bedziemy zapisywalC jako gorne indeksy
przy kosztach jednostkowych. Dla uproszczenia zapisu bedziemy

opuszcza€ przewozy zerowe (za wyjatkiem przewozoéw zerowych
dla zmiennych bazowych - w przypadku degeneracji).
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Proces rozwigzywania zadania transportowego rozpoczynamy od
wyznaczenia poczatkowego rozwigzania dopuszczalnego (i jed-
noczesSnie bazowego). Dla zamknietego zadania transportowego
uzyskanie takiego rozwigzania jest zawsze mozliwe i nie wymaga
zastosowania zadnych specjalnych technik (takich jak technika
podproblemdéw w metodzie sympleks).

Ponizej zaprezentujemy dwie metody wyznaczania poczatkowego
rozwigzania bazowego:

- metode kata N-W,

- metode minimalnego elementu.
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METODA KATA N-W

Krok 1. Na trasie wyznaczonej przez lewy gorny element aktual-
nej macierzy kosztow (a wiec lezacy w kacie pdétnocno-zachodnim)
planujemy tak duzy przewodz, jak to tylko mozliwe. Planujemy
wiec na tej trasie przewdz rowny catemu zasobowi dostawcy lub
catemu zapotrzebowaniu odbiorcy.

Krok 2. Jezeli zaplanowany przewdz wyczerpuje caty zasdb da-
nego dostawcy, to wykreSlamy z macierzy kosztow odpowiada-
jacy mu wiersz i wracamy do kroku 1.

Jezeli zaplanowany przewdz zaspokaja cate zapotrzebowanie od-
biorcy, to wykreSlamy z macierzy kosztow odpowiadajaca mu
kolumne i wracamy do kroku 1.

Jezeli zaplanowany przewdz jednoczeSnie wyczerpuje caty zasob
1-tego dostawcy | zaspokaja cate zapotrzebowanie j-tego od-
biorcy, to skreSlamy -ty wiersz i j-tg kolumne, dodatkowo pla-
nujemy zerowy przewoz z; ;41 = 0 i wracamy do kroku 1.
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Uwaga 4. Powyzszg procedure kontynuujemy do momentu zapla-
nowania przewozow na wszystkich trasach nieskreSlonych.

Uwaga 5. Powyzsza procedura po skonczonej ilosci krokdow, pro-
wadzi do uzyskania poczatkowego rozwigzania dopuszczalhego
| jednoczeSnie bazowego.

Uwaga 6. Wpisanie zerowego przewozu po jednoczesnym skreSle-
niu wiersza i kolumny, wigze sie z koniecznosScig zapewnienia od-
powiedniej liczby zmiennych bazowych - musi ich byé m4+n—1,
gdzie m to liczba dostawcow, zasS n to liczba odbiorow. Roz-
wigzanie z takim zerowym przewozem nazywa Sie rozwigzaniem
bazowym zdegenerowanym.
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Zobaczymy teraz na przyktadzie jak dziata, opisana wyzej me-
toda N-W. Mamy

I 0O 30 20 II |10 30 20
20| 20 4 3 20 |10—410—3-
20 5 2 20 | 1 5 2
20 1 6 20 | 1 1 6
11|10 30 20 IV |10 30 20
20 |2H0—<4—3 20 | -3
20 520 50 20 | 4 520 20
20 | 1 1 6 20 | 1 1 620

Koszt przewozu wynosi: 2-104+4-104+5-2042-04+6-20 = 280.
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Uwaga 7. Mozna pokaza€ (wykonujac serie odpowiednich obro-
tow tablicy sympleksowej tego zadania), ze rozwigzanie dopusz-
czalne uzyskane metodg kata N-W jest bazowym rozwigzaniem
dopuszczalnym. Co do wartosci funkcji celu dla tego rozwigza-
nia, to zazwyczaj jest ona daleka od optymalnej, poniewaz przy
konstrukcji tego rozwigzania zupetnie ignorujemy koszty przewo-
zOW nha wybieranych trasach.

Pokazemy teraz inng metode konstrukcji poczatkowego rozwig-
zania dopuszczalnego (i jednoczeSnie bazowego), dajaca zwykle
blizszg optymalnej wartoSC funkcji celu.
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METODA MINIMALNEGO ELEMENTU MACIERZY

Krok 1. Ustalamy najmniejszy element aktualnej macierzy kosz-
tOow i na odpowiadajacej mu trasie planujemy najwiekszy mozliwy
przewoz. Planujemy wiec na tej trasie przewdz rowny catemu za-
sobowi dostawcy lub catemu zapotrzebowaniu odbiorcy.

Krok 2. Jezeli zaplanowany przewdz wyczerpuje caty zasob da-
nego dostawcy, to wykreSlamy z macierzy kosztow odpowiada-
jacy mu wiersz i wracamy do kroku 1.

Jezeli zaplanowany przewOz zaspokaja cate zapotrzebowanie od-
biorcy, to wykreSlamy z macierzy kosztow odpowiadajagca mu
kolumne i wracamy do kroku 1.

Jezeli zaplanowany przewoz jednoczeSnie wyczerpuje caty zasob
1-tego dostawcy i zaspokaja cate zapotrzebowanie j-tego od-
biorcy, to skreSlamy -ty wiersz i j-tg kolumne, dodatkowo pla-
nujemy zerowy przewoz z; ; = 0 dla kolejnego najmniejszego ele-
mentu w j-tej kolumnie i wracamy do kroku 1.
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Zobaczymy teraz na tym samym przyktadzie jak dziata metoda

minimalnego elementu. Mamy

I 10 30 20 1|10 30 20

20 4 3 202 4 3

20119 5 2 20| 110 5 2

20 1 6 20 120 ¢
III |10 30 20 IV |10 30 20 V [10 30 20
20 | D 4 3 20 | D 4 310 20 | D 410 310
20 | H0 5 210 20 | H0 5 210 20 | H0 5 210
20 120 ¢ 20 120 ¢ 20 120 ¢

Koszt przewozu wynosi: 4-104+3-1041-10+42

-10+1-20 = 120.
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Jak widaC catkowity koszt przewozu jest teraz nizszy, niz koszt
uzyskany metoda kata N-W. Co nie jest zaskakujace, poniewaz

tym razem braliSmy pod uwage koszty transportu na poszczegol-
nych trasach.

Uwaga 8. Mozna pokazaC (wykonujac serie odpowiednich obro-
tow tablicy sympleksowej tego zadania), ze rozwigzanie dopusz-
czalne uzyskane metoda minimalnego elementu jest bazowym
rozwigzaniem dopuszczalnym.
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