
Programowanie liniowe

Algorytm transportowy I

• Zagadnienie transportowe

• Sformuªowanie zagadnienia

• Metoda k¡ta N-W

• Metoda minimalnego elementu



ZAGADNIENIE TRANSPORTOWE

Nazwa zagadnienie transportowe kojarzy si¦ z transportem. Jako

pierwszy sformuªowaª je w 1941 roku F.L. Hitchcock i rzeczywi-

±cie dotyczyªo ono transportu pewnego produktu.

Pó¹niej okazaªo si¦, »e wiele innych zagadnie« praktycznych,

nie maj¡cych nic wspólnego z transportem, mo»na sformuªowa¢

w ten sposób.
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Metoda rozwi¡zywania tego zagadnienia, zwana algorytmem trans-

portowym, zostaªa opracowana przez G.B. Dantziga (podobnie

zreszt¡ jak metoda sympleks). Metoda ta jest równowa»na me-

todzie sympleks, tzn. daje ten sam ci¡g rozwi¡za« dopuszczal-

nych, �zmierzaj¡cych� do rozwi¡zania optymalnego.

Jednak rachunki sa znacznie prostsze, co pozwala rozwi¡zywa¢

problemy szybciej ni» algorytm sympleks. Daje te» mo»liwo±¢

rozwi¡zywania problemów �wi¦kszych� rozmiarów.
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SFORMU�OWANIE ZAGADNIENIA

W zagadnieniu transportowym pewna ilo±¢ jednorodnego towaru

jest przewo»ona od m dostawców do n odbiorców, gdzie

ai - liczba jednostek towaru dost¦pna u i-tego dostawcy,

bj - liczba jednostek towaru potrzebna u j-tego odbiorcy,

cij - koszt transportu jednostki towaru od i-tego dostawcy do

j-tego odbiorcy.

Problemem stanowi okre±lenie takiego planu przewozu, który za-

pewni przewóz caªo±ci towaru od dostawców do odbiorców, przy

minimalnym sumarycznym koszcie transportu.
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Macierz C =
[
cij

]
nazywamy macierz¡ jednostkowych kosztów

transportu, za± liczby:

a1, . . . , am - zasobami dostawców,

b1, . . . , bn - zapotrzebowaniem odbiorców.

Uwaga 1. (TERMINOLOGIA)

Cz¦sto zasoby dostawców okre±la si¦ krótko jako poda», nato-

miast zapotrzebowanie odbiorców jako popyt.
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Pocz¡tkowo b¦dziemy zakªada¢, »e caªo±¢ poda»y równowa»y

caªo±¢ popytu, tzn. zachodzi:

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj. (1)

Zagadnienie dla którego zachodzi powy»szy warunek b¦dziemy

nazywa¢ zagadnieniem zamkni¦tym (zbilansowanym).

Uwaga 2.W dalszej cz¦±ci poka»emy, »e inne przypadki w ªatwy

sposób mo»na sprowadzi¢ do zagadnienia zamkni¦tego.

5



Rozwi¡zanie zadania transportowego polega na znalezieniu ta-

kiego planu przewozów, który minimalizuje ª¡czny koszt trans-

portu i speªnia zaªo»enia:

i) ª¡czna ilo±¢ towaru wywieziona od ka»dego dostawcy jest

równa jego zasobom,

ii) ª¡czna ilo±¢ towaru przywieziona do ka»dego odbiory jest

równa jego zapotrzebowaniu.

Uwaga 3. Równo±¢ (1) (tzn. fakt, »e zadanie jest zamkni¦te)

jest konieczna, aby obydwa zaªo»enia i) oraz ii) mogªy by¢ jed-

nocze±nie speªnione.
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W celu zbudowania modelu matematycznego zagadnienia trans-

portowego, wprowadzamy macierz zmiennych decyzyjnych

X =
[
xij

]
o wymiarach m× n, gdzie xij oznacza ilo±¢ towaru przewiezion¡

od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy. Przy takich oznaczeniach

zagadnienie transportowe ma posta¢:



m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

xij = ai (i = 1, . . . ,m) (warunki dla dostawców)

m∑
i=1

xij = bj (j = 1, . . . , n) (warunki dla odbiorców)

xij > 0 dla ka»dego (i, j)
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Zauwa»my, »e jest to program liniowy w postaci standardowej.

Zatem po sprowadzeniu go do postaci kanonicznej mo»na go

rozwi¡za¢ metod¡ sympleks.

Nale»y jednak podkre±li¢, »e ju» dla niewielkich warto±ci m i n

mo»e to by¢ du»y program, np. m = 5 i n = 10 otrzymujemy

program o 50 zmiennych decyzyjnych i 15 warunkach ogranicza-

j¡cych (dla m = 100 i n = 100 mamy 10000 zmiennych i 200

warunków).
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Specjalna struktura tego programu (du»a liczba zer w tablicy

sympleksowej) umo»liwia dostosowanie algorytmu sympleks tak,

aby przy±pieszy¢ rachunki. Zobaczymy to na przykªadzie.

Przykªad 1. Przedsi¦biorstwo �Spoªem� ma w trzech magazy-

nach po 20 ton m¡ki w ka»dym. Trzy piekarnie nale»¡ce do

tego przedsi¦biorstwa zgªaszaj¡ zapotrzebowanie na (odpowied-

nio) 10, 30 i 20 ton m¡ki. Koszty transportu jednej tony m¡ki

z i-tego magazynu do j-tej piekarni zawiera macierz

C =

 2 4 3
1 5 2
1 1 6

 .

Ustali¢ plan przewozu m¡ki z magazynów do piekarni minimali-

zuj¡cy ª¡czne koszty transportu.
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Niech xij oznacza wielko±¢ przewozu z i-tego magazynu do j-

tej piekarni. Uwzgl¦dniaj¡c wszystkie dane, otrzymujemy model

matematyczny tego zadania w nast¦puj¡cej postaci:



2x11 +4x12 +3x13 + x21 +5x22 +2x23 + x31 + x32 +6x33 → min
x11 + x12 + x13 = 20
x21 + x22 + x23 = 20
x31 + x32 + x33 = 20

 warunki dla dostawców

x11 + x21 + x31 = 10
x12 + x22 + x32 = 30
x13 + x23 + x33 = 20

 warunki dla odbiorców

xij > 0 dla i, j = 1,2,3.

Jest to program liniowy w postaci standardowej, wi¦c mo»na go

zapisa¢ w tablicy sympleksowej. Mamy
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x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

0 2 4 3 1 5 2 1 1 6

20 1 1 1 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 1 1 1 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
30 0 1 0 0 1 0 0 1 0
20 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Zauwa»my, »e macierz ogranicze« skªada si¦ z samych zer i je-

dynek (przy czym zer jest du»o wi¦cej).

Widzimy, »e tablica sympleksowa stowarzyszona z tym, raczej

maªym problemem, jest du»a. Okazuje si¦ jednak, »e istnieje zde-

cydowanie bardziej oszcz¦dny, sposób przedstawienia tego pro-

blemu - w postaci tzw. tablicy transportowej.
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Tablica transportowa dla naszego przykªadu jest postaci:

b1 b2 b3

10 30 20

a1 20 2 4 3
a2 20 1 5 2
a3 20 1 1 6

Na razie jest to jeszcze tablica niekompletna - pojawi¡ si¦ w niej

jeszcze dane dotycz¡ce wielko±ci przewozów na poszczególnych

trasach. Wielko±ci te b¦dziemy zapisywa¢ jako górne indeksy

przy kosztach jednostkowych. Dla uproszczenia zapisu b¦dziemy

opuszcza¢ przewozy zerowe (za wyj¡tkiem przewozów zerowych

dla zmiennych bazowych - w przypadku degeneracji).
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Proces rozwi¡zywania zadania transportowego rozpoczynamy od

wyznaczenia pocz¡tkowego rozwi¡zania dopuszczalnego (i jed-

nocze±nie bazowego). Dla zamkni¦tego zadania transportowego

uzyskanie takiego rozwi¡zania jest zawsze mo»liwe i nie wymaga

zastosowania »adnych specjalnych technik (takich jak technika

podproblemów w metodzie sympleks).

Poni»ej zaprezentujemy dwie metody wyznaczania pocz¡tkowego

rozwi¡zania bazowego:

- metod¦ k¡ta N-W,

- metod¦ minimalnego elementu.
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METODA K�TA N-W

Krok 1. Na trasie wyznaczonej przez lewy górny element aktual-

nej macierzy kosztów (a wi¦c le»¡cy w k¡cie póªnocno-zachodnim)

planujemy tak du»y przewóz, jak to tylko mo»liwe. Planujemy

wi¦c na tej trasie przewóz równy caªemu zasobowi dostawcy lub

caªemu zapotrzebowaniu odbiorcy.

Krok 2. Je»eli zaplanowany przewóz wyczerpuje caªy zasób da-

nego dostawcy, to wykre±lamy z macierzy kosztów odpowiada-

j¡cy mu wiersz i wracamy do kroku 1.

Je»eli zaplanowany przewóz zaspokaja caªe zapotrzebowanie od-

biorcy, to wykre±lamy z macierzy kosztów odpowiadaj¡c¡ mu

kolumn¦ i wracamy do kroku 1.

Je»eli zaplanowany przewóz jednocze±nie wyczerpuje caªy zasób

i-tego dostawcy i zaspokaja caªe zapotrzebowanie j-tego od-

biorcy, to skre±lamy i-ty wiersz i j-t¡ kolumn¦, dodatkowo pla-

nujemy zerowy przewóz xi,j+1 = 0 i wracamy do kroku 1.

14



Uwaga 4.Powy»sz¡ procedur¦ kontynuujemy do momentu zapla-

nowania przewozów na wszystkich trasach nieskre±lonych.

Uwaga 5. Powy»sza procedura po sko«czonej ilo±ci kroków, pro-

wadzi do uzyskania pocz¡tkowego rozwi¡zania dopuszczalnego

i jednocze±nie bazowego.

Uwaga 6.Wpisanie zerowego przewozu po jednoczesnym skre±le-

niu wiersza i kolumny, wi¡»e si¦ z konieczno±ci¡ zapewnienia od-

powiedniej liczby zmiennych bazowych - musi ich by¢: m+n−1,

gdzie m to liczba dostawców, za± n to liczba odbiorów. Roz-

wi¡zanie z takim zerowym przewozem nazywa si¦ rozwi¡zaniem

bazowym zdegenerowanym.
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Zobaczymy teraz na przykªadzie jak dziaªa, opisana wy»ej me-

toda N-W. Mamy

I 10 30 20

20 210 4 3
20 1 5 2
20 1 1 6

II 10 30 20

20 210 410 3
20 1 5 2
20 1 1 6

III 10 30 20

20 210 410 3

20 1 520 20

20 1 1 6

IV 10 30 20

20 210 410 3

20 1 520 20

20 1 1 620

Koszt przewozu wynosi: 2 ·10+4 ·10+5 ·20+2 ·0+6 ·20 = 280.
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Uwaga 7.Mo»na pokaza¢ (wykonuj¡c seri¦ odpowiednich obro-

tów tablicy sympleksowej tego zadania), »e rozwi¡zanie dopusz-

czalne uzyskane metod¡ k¡ta N-W jest bazowym rozwi¡zaniem

dopuszczalnym. Co do warto±ci funkcji celu dla tego rozwi¡za-

nia, to zazwyczaj jest ona daleka od optymalnej, poniewa» przy

konstrukcji tego rozwi¡zania zupeªnie ignorujemy koszty przewo-

zów na wybieranych trasach.

Poka»emy teraz inn¡ metod¦ konstrukcji pocz¡tkowego rozwi¡-

zania dopuszczalnego (i jednocze±nie bazowego), daj¡c¡ zwykle

bli»sz¡ optymalnej warto±¢ funkcji celu.

17



METODA MINIMALNEGO ELEMENTU MACIERZY

Krok 1. Ustalamy najmniejszy element aktualnej macierzy kosz-

tów i na odpowiadaj¡cej mu trasie planujemy najwi¦kszy mo»liwy

przewóz. Planujemy wi¦c na tej trasie przewóz równy caªemu za-

sobowi dostawcy lub caªemu zapotrzebowaniu odbiorcy.

Krok 2. Je»eli zaplanowany przewóz wyczerpuje caªy zasób da-

nego dostawcy, to wykre±lamy z macierzy kosztów odpowiada-

j¡cy mu wiersz i wracamy do kroku 1.

Je»eli zaplanowany przewóz zaspokaja caªe zapotrzebowanie od-

biorcy, to wykre±lamy z macierzy kosztów odpowiadaj¡c¡ mu

kolumn¦ i wracamy do kroku 1.

Je»eli zaplanowany przewóz jednocze±nie wyczerpuje caªy zasób

i-tego dostawcy i zaspokaja caªe zapotrzebowanie j-tego od-

biorcy, to skre±lamy i-ty wiersz i j-t¡ kolumn¦, dodatkowo pla-

nujemy zerowy przewóz xi,j = 0 dla kolejnego najmniejszego ele-

mentu w j-tej kolumnie i wracamy do kroku 1.
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Zobaczymy teraz na tym samym przykªadzie jak dziaªa metoda

minimalnego elementu. Mamy

I 10 30 20

20 2 4 3

20 110 5 2
20 1 1 6

II 10 30 20

20 2 4 3

20 110 5 2

20 1 120 6

III 10 30 20

20 2 4 3

20 110 5 210

20 1 120 6

IV 10 30 20

20 2 4 310

20 110 5 210

20 1 120 6

V 10 30 20

20 2 410 310

20 110 5 210

20 1 120 6

Koszt przewozu wynosi: 4 ·10+3 ·10+1 ·10+2 ·10+1 ·20 = 120.
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Jak wida¢ caªkowity koszt przewozu jest teraz ni»szy, ni» koszt

uzyskany metod¡ k¡ta N-W. Co nie jest zaskakuj¡ce, poniewa»

tym razem brali±my pod uwag¦ koszty transportu na poszczegól-

nych trasach.

Uwaga 8.Mo»na pokaza¢ (wykonuj¡c seri¦ odpowiednich obro-

tów tablicy sympleksowej tego zadania), »e rozwi¡zanie dopusz-

czalne uzyskane metod¡ minimalnego elementu jest bazowym

rozwi¡zaniem dopuszczalnym.
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