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Definicja 1. (podziat odcinka)
Podziatem odcinka [a,b] na n czeSci, gdzie n € N, nazywamy
zbior

P ={xg,z1,...,2n},

przy czyma =xg < x1 < --- < xp, = b.

Oznaczenia:

Niech 1 < k < n. Wtedy

Az = xj, — xp._1 - dtugosSC k-tego odcinka podziatu P;
6(P) := max{Ax.} - Srednica podziatu P;

r; € [zr_1,7k] - punkt posredni k-tego odcinka podziatu P.



Definicja 2. (suma catkowa)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b] oraz niech
P bedzie podziatem tego przedziatu. Sumg catkowa funkcji f
odpowiadajaca podziatowi P oraz punktom poSrednim zcz, tego
podziatu nazywamy liczbe

o(f,P) .= Z f(z3) Azy.
k=

1

Rysunek 1. Suma catkowa funkcji.



Definicja 3. (catka oznaczona Riemanna)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a,b]. Catke
oznaczona Riemanna z funkcji f na przedziale [a,b] definiujemy
wzorem

b n
CL/f(a:)d:z; = 5(7@510 kz=:1 f(zy) Azy,

O ile powyzsza granica jest wtasciwa i nie zalezy od podziatu P
oraz wyboru punktéw posrednich xj.

Uwaga 1. Funkcje dla ktorej istnieje catka oznaczona Riemanna
na [a,b] nazywamy funkcja catkowalng na [a,b].



Twierdzenie 1. (Newtona-Leibniza, zwigzek miedzy catka ozna-
CzONna a nieoznaczong)

Jezeli funkcja f jest ciggta na przedziale [a,b], to

b
[ 1@)dz = [F@)1 = F(b) - F(a),
a
gdzie F' oznacza funkcje pierwotng funkcji f.

Cwiczenie 1. Oblicz podane catki:
2

a) / e tdx;

(&

1
b)/df.
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Twierdzenie 2. (o liniowosSci catki oznaczonej)
Jezeli funkcje f i g sg catkowalne na przedziale [a,b], to

/b(f(x) -I-g(a;))da: = if(x)dw + /bg(x)da:;

b b
/ (cf(a:))d:c = c/f(:c)d:c, gdzie x € R.



Twierdzenie 3. (o addytywnosSci catki wzgledem przedziatdw
catkowania)

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b] oraz ¢ € [a,b],
to

/bf(m)dijf(x)dx+/bf(x)dx

Rysunek 2. Addytywnosc¢ catki wzgledem przedziatow catkowa-
nia.

Cwiczenie 2. Oblicz

3
/ |z — 2| dex.
—1



Twierdzenie 4. (o catkowaniu przez podstawienie)

Jezeli

1. funkcja ¢ : [a, 8] — [a,b] ma ciagta pochodng na przedziale
lo, B],

2. p(a) =a, @(B) =10,

3. funkcja f jest ciggta na przedziale [a,b],

to

b B
/f(:v)d:r; = /f(go(t))go'(t)dt.

Cwiczenie 3. Oblicz podane catki:

2
2
a) /xew dz;
0

1
b) / xdx
) V5 — 4z



Twierdzenie 5. (o catkowaniu przez czesci)
Jezeli funkcje f i g maja ciggte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
[ 1@ @z = [f@)9@)], — [ 1'(@)g(x)dz.

C'Zwieczenie 4. Oblicz catki:

a) / In? xdzx;
1

arcsin xzdx.

b)

l\)!'—‘\w‘&



Twierdzenie 6. (Interpretacja geometryczna catki oznaczonej)
Jezeli na przedziale [a,b] jest f(x) > 0, to pole obszaru lezagcego
pod tukiem krzywej y = f(x) rowne jest catce oznaczonej

b
/f(a:)da:.

Jezeli zas na przedziale [a,b] jest f(x) < 0, to pole pod krzywa
y = f(x) jest rowne

b
— / f(x)dx.

Ponadto

/bf(:c)da: = —/af(a:)da: oraz /af(a:)d:u = 0.
a b a



Cwiczenie 5. Oblicz pole ograniczone odcinkiem osi OX

odx=—1dox=1, rzednymi w tych punktach oraz tukiem linii
. 1
4= x2 41

Cwiczenie 6. Oblicz pole ograniczone tukiem paraboli y2 = 2x
oraz prosta x = 8.
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Cwiczenie 7. Oblicz pole obszaru ograniczonego tukiem krzywej
y = x3 4+ 22 — 22, odcinkiem osi OX oraz rzednymi w punktach

r= —2,x = 2.

Cwiczenie 8. Oblicz pola figur ograniczonych krzywymi:
a)y=a°+6x—7, y=1—z;
b) y=+3cosz, y=sinz <—g <z < E).
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Twierdzenie 7. (Obliczanie pdl, gdy linia ograniczajaca jest okre-
Slona w postaci parametrycznej)

Jezeli dana krzywa jest okreslona rownaniami w postaci parame-
trycznej

r=g(t), y=h(1),

gdzie funkcje g(t) i h(t) sa ciggte w przedziale t1 <t < to, a przy
tym funkcja g(t) jest rosngca i ma w tym przedziale pochodna
ciggtg, to pole obszaru ograniczonego tukiem danej krzywej, od-
cinkiem osi OX oraz prostymi x = x1, * = x>, gdzie x1 = g(t1),
x> = g(tn), wyraza sie wzorem

o to
P= [lylde= [In(Olg@®)dt.
L1 t1
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Jezeli przy tych samych zatozeniach funkcja jest malejgca w prze-
dziale t1 <t < to, to pole obszaru wyraza sie wzorem

D to
P= [lylde =~ [ In(®)] g )t
L1 t1
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Cwiczenie 9. Obliczy¢ pole elipsy danej rownaniami parame-
trycznymi

xr = 2C0Sst, y=-sint,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2.
Cwiczenie 10. Obliczy¢ pole obszaru ograniczone odcinkiem osi
OX i tukiem cykloidy okresSlonej rownaniami parametrycznymi

r=1t—-—sint, y=1-—cCost,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2.
Cwiczenie 11. Obliczy¢ pole asteroidy okreslonej rownaniami

T = COSs> t, y= sin3t,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2.
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Twierdzenie 8. (Obliczanie pdl, gdy linia ograniczajaca okre-
Slona jest we wspotrzednych biegunowych)
Jezeli krzywa dana jest we wspotrzednych biegunowych

gdzie f(60) jest funkcja nieujemng ciggta w przedziale o < 6 < (3,
aprzy tymO0O < g—a < 2w, to pole obszaru ograniczonego tukiem
krzywej r = f(0) oraz promieniami wodzacymi o amplitudach «
I B8 wyraza sie wzorem

> 1 >
r d@:iaf(f(e) do.
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Cwiczenie 12. Obliczy¢ pole lemniskaty Bernoulliego okreslonej
rownaniem

r = VvV COS 20,
3 5

T T
dzie 6 przebiega przedziaty —— <0< — | — <0 <K
g P ga p 3% 2 2 1

Cwiczenie 13. Obliczy¢ pole ograniczone rozeta trojkatng o row-
naniu

r = sin 30,

=)

2 4 5
gdzie 0 przebiega przedziaty 0. <0 < 7, ?” 3” < 3”.
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Twierdzenie 9. (DtugosC krzywej)

Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem postaci y = f(x), przy
czym funkcja f(x) ma w przedziale a < x < b ciggta pochodna,
to dtugosc tuku krzywej w tym przedziale wyraza sie wzorem

o= [ () o

Cwiczenie 14. Wyprowadz wzor na obwod kota o promieniu r.

Cwiczenie 15. Obliczy¢ dtugosci podanych krzywych:
a)y=1Incosxz, 0 <z < g
1
b) y= 1 — 22, Oéxéa.
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Twierdzenie 10. (DtugosSC krzywej danej parametrycznie)
Jezeli krzywa dana jest parametrycznie za pomocg rownan

r=g(t), y=h(1),

przy czym funkcje g(t) i h(t) maja w przedziale t1 <t < to ciggte
pochodne oraz tuk nie ma czesci wielokrotnych, to dtugosc¢ tuku
wyraza sie wzorem

to
=[G+ ()
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Cwiczenie 16. Obliczy¢ dtugosc¢ tuku asteroidy

r = cos>t,

Yy = sin3 t,
gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2.
Cwiczenie 17. Obliczy¢ dtugosc¢ tuku cykloidy

xr=1t—sint, y=1-—cCost,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2.
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Twierdzenie 11. (Dtugos¢ krzywej danej biegunowo)

Jezeli krzywa dana jest rownaniem we wspotrzednych bieguno-
wych r = f(0), przy czym funkcja f(0) ma w przedziale o < 0 <
ciggta pochodng i tuk nie ma czesci wielokrotnych, to dtugosc
tuku wyraza sie wzorem

= [+ ()

Cwiczenie 18. Obliczy¢ dtugosc¢ tuku spirali logarytmicznej

r — 629,

gdzie parametr 0 zmienia sie w przedziale O < 6 < 6.
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Twierdzenie 12. (Objetos¢ bryty obrotowej)

Niech nieujemna funkcja f bedzie ciggta na przedziale [a,b].
Wtedy objetos¢ bryty obrotowej ograniczonej powierzchnia, ktora
powstaje, gdy tuk krzywej o rownaniu y = f(x) dla x € |a,b]
obraca sie dookota osi OX, wyraza sie wzorem:

b
V = W/[f(a:)]zda:.
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Cwiczenie 19. Wyprowadz wzor na objetos¢ kuli o promieniu R.

Cwiczenie 20. Oblicz objetosci bryt powstatych z obrotu poda-
nych krzywych dookota osi OX:
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Twierdzenie 13. (Objetos¢ bryty obrotowej z tukiem danym pa-
rametrycznie)
Niech dany bedzie tuk AB krzywej okreslonej rownaniami

z=g(t), y=nh(),

przy czym funkcje g(t) i h(t) maja w przedziale t1 <t < to Cig-
gte pochodne, funkcja g(t) jest w tym przedziale stale rosngca
albo stale malejaca, a funkcja h(t) przybiera wartosci nieujemne.
Wowczas objetosC bryty obrotowej, ktora powstaje, gdy tuk AB
wraz z rzednymi w koncach tuku obraca sie dookota osi OX wy-
raza sie wzorem
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Cwiczenie 21. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej z obrotu cyklo-
idy

r=1t—-—sint, y=1-—cCost,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2w, dookota osi OX.
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Twierdzenie 14. (Pole powierzchni obrotowej)
Niech nieujemna funkcja f bedzie rozniczkowalna na przedziale
[a,b]. Wtedy pole powierzchni obrotowej powstatej z obrotu krzy-

wej o rownaniu y = f(x) dla z € [a,b] dookota osi OX, wyraza
sie wzorem:

b
s =2r [ f@)V1+ [/ (@)de.
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Cwiczenie 22. Obliczy¢ pola powierzchni powstatych z obrotu
podanych krzywych dookota osi OX:

a)y=+x, 0<z <1,
b) y=-sinz, 0 <z <.
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Twierdzenie 15. (Pole powierzchni obrotowej z tukiem danym
parametrycznie)

Niech dany bedzie tuk AB krzywej okreslonej rownaniami

r=g(t), y=h(1),

przy czym funkcje g(t) i h(t) majg w przedziale t1 <t < to Cig-
gte pochodne, funkcja g(t) jest w tym przedziale stale rosnaca
albo stale malejgca, a funkcja h(t) przybiera wartosci nieujemne.
Wowczas pole powierzchni bryty obrotowej, ktora powstaje, gdy

tuk AB wraz z rzednymi w koncach tuku obraca sie dookota osi
OX wyraza sie wzorem

e [l () + ()
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Cwiczenie 23. Obliczy¢ pole powierzchni powstatej z obrotu cy-
kloidy

r=1t-—sint, y=1-—cCost,

gdzie parametr t przebiega przedziat O <t < 2w, dookota osi OX.
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Twierdzenie 16. (catka niewtasSciwa funkcji nieograniczonej)
Niech punkt ¢ € [a,b] bedzie punktem nieograniczonosci funkcji
f. Jezeli istniejg granice

€ b
lim [ f(x)de oraz |Iim [ f(x)dz,

E—C
a E—C

to sume tych granic nazywamy catkg niewtasciwg funkcji nieograni-
czonej f na przedziale [a,b] | oznaczamy symbolem

b

Uwaga 2. Jezeli ktoraS z powyzszych granic nie istnieje, to mo-
wimy, ze catka niewtasSciwa jest rozbiezna.
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Uwaga 3. Jezeli punktem nieograniczonosSci jest jeden z koncow
przedziatu [a, b], to przez catke niewtasciwg rozumiemy odpowie-

dnio:
b €
lim | f(x)dz albo lim [ f(x)dx.

—b—
E—a € 2

Rysunek 3. Interpretacja geometryczna catki niewtasciwej.
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C'Zwilczenie 24. Oblicz catki:
xdx

a) [

0 1 — ZCQ

1

d

b) / v |

7 /1 —z2arcsinz

3
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Twierdzenie 17. (catka na przedziale nieograniczonym)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziel [a,co]. Jezeli istnie-
Je granica

lim [ f(2)da,

to granice te nazywamy catka niewtasciwg funkcji f na przedziale
[a, 00] i oznaczamy symbolem

b
Uwaga 4. Analogicznie okreSla sie znaczenie symbolu / f(x)dx
— 0
b
jako granice Iim /f(a:)d:c.
8—)—006
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Cwiczenie 25. Oblicz podane catki:

o0
a) / e Tdx;

0
oo
2 1)\°
()
1 xr X
7 (arctan z)2dx
14+ 22 '
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