
Caªka oznaczona

Wykªad

• Caªka Riemanna

• Interpretacja geometryczna

• Podstawowe twierdzenia

• Zastosowania geometryczne caªek oznaczonych

• Caªki niewªa±ciwe



De�nicja 1. (podziaª odcinka)

Podziaªem odcinka [a, b] na n cz¦±ci, gdzie n ∈ N, nazywamy

zbiór

P = {x0, x1, . . . , xn} ,

przy czym a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Oznaczenia:

Niech 1 6 k 6 n. Wtedy

∆xk := xk − xk−1 - dªugo±¢ k-tego odcinka podziaªu P;
δ(P) := max {∆xk} - ±rednica podziaªu P;
x∗k ∈ [xk−1, xk] - punkt po±redni k-tego odcinka podziaªu P.
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De�nicja 2. (suma caªkowa)

Niech funkcja f b¦dzie ograniczona na przedziale [a, b] oraz niech

P b¦dzie podziaªem tego przedziaªu. Sum¡ caªkow¡ funkcji f

odpowiadaj¡c¡ podziaªowi P oraz punktom po±rednim x∗k, tego
podziaªu nazywamy liczb¦

σ(f,P) :=
n∑

k=1

f(x∗k)∆xk.

Rysunek 1. Suma caªkowa funkcji.
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De�nicja 3. (caªka oznaczona Riemanna)

Niech funkcja f b¦dzie ograniczona na przedziale [a, b]. Caªk¦

oznaczona Riemanna z funkcji f na przedziale [a, b] de�niujemy

wzorem

b∫
a

f(x)dx := lim
δ(P)→0

n∑
k=1

f(x∗k)∆xk,

o ile powy»sza granica jest wªa±ciwa i nie zale»y od podziaªu P
oraz wyboru punktów po±rednich x∗k.

Uwaga 1. Funkcj¦ dla której istnieje caªka oznaczona Riemanna

na [a, b] nazywamy funkcj¡ caªkowaln¡ na [a, b].
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Twierdzenie 1. (Newtona-Leibniza, zwi¡zek mi¦dzy caªk¡ ozna-

czon¡ a nieoznaczon¡)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a, b], to

b∫
a

f(x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a),

gdzie F oznacza funkcj¦ pierwotn¡ funkcji f .

�wiczenie 1.Oblicz podane caªki:

a)

2∫
−1

e−xdx;

b)

e∫
1

dx

x
.
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Twierdzenie 2. (o liniowo±ci caªki oznaczonej)

Je»eli funkcje f i g s¡ caªkowalne na przedziale [a, b], to

b∫
a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx;

b∫
a

(
cf(x)

)
dx = c

b∫
a

f(x)dx, gdzie x ∈ R.
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Twierdzenie 3. (o addytywno±ci caªki wzgl¦dem przedziaªów

caªkowania)

Je»eli funkcja f jest caªkowalna na przedziale [a, b] oraz c ∈ [a, b],

to

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Rysunek 2. Addytywno±¢ caªki wzgl¦dem przedziaªów caªkowa-

nia.

�wiczenie 2.Oblicz

3∫
−1

|x− 2| dx.
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Twierdzenie 4. (o caªkowaniu przez podstawienie)

Je»eli

1. funkcja ϕ : [α, β] → [a, b] ma ci¡gª¡ pochodn¡ na przedziale

[α, β],

2. ϕ(α) = a, ϕ(β) = b,

3. funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a, b],

to

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt.

�wiczenie 3.Oblicz podane caªki:

a)

2∫
0

xex
2
dx; b)

1∫
−1

xdx√
5− 4x

.
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Twierdzenie 5. (o caªkowaniu przez cz¦±ci)

Je»eli funkcje f i g maj¡ ci¡gªe pochodne na przedziale [a, b], to

b∫
a

f(x)g′(x)dx =
[
f(x)g(x)

]b
a
−

b∫
a

f ′(x)g(x)dx.

�wiczenie 4.Oblicz caªki:

a)

e∫
1

ln2 xdx;

b)

√
3

2∫
−1

2

arcsinxdx.

8



Twierdzenie 6. ( Interpretacja geometryczna caªki oznaczonej)

Je»eli na przedziale [a, b] jest f(x) > 0, to pole obszaru le»¡cego

pod ªukiem krzywej y = f(x) równe jest caªce oznaczonej

b∫
a

f(x)dx.

Je»eli za± na przedziale [a, b] jest f(x) 6 0, to pole pod krzyw¡

y = f(x) jest równe

−
b∫
a

f(x)dx.

Ponadto

b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx oraz

a∫
a

f(x)dx = 0.
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�wiczenie 5.Oblicz pole ograniczone odcinkiem osi OX

od x = −1 do x = 1, rz¦dnymi w tych punktach oraz ªukiem linii

y =
1

x2 + 1
.

�wiczenie 6.Oblicz pole ograniczone ªukiem paraboli y2 = 2x

oraz prost¡ x = 8.
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�wiczenie 7.Oblicz pole obszaru ograniczonego ªukiem krzywej

y = x3 + x2 − 2x, odcinkiem osi OX oraz rz¦dnymi w punktach

x = −2, x = 2.

�wiczenie 8.Oblicz pola �gur ograniczonych krzywymi:

a) y = x2 + 6x− 7, y = 1− x;
b) y =

√
3 cosx, y = sinx

(
−
π

2
6 x 6

π

2

)
.
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Twierdzenie 7. (Obliczanie pól, gdy linia ograniczaj¡ca jest okre-

±lona w postaci parametrycznej)

Je»eli dana krzywa jest okre±lona równaniami w postaci parame-

trycznej

x = g(t), y = h(t),

gdzie funkcje g(t) i h(t) s¡ ci¡gªe w przedziale t1 6 t 6 t2, a przy

tym funkcja g(t) jest rosn¡ca i ma w tym przedziale pochodn¡

ci¡gª¡, to pole obszaru ograniczonego ªukiem danej krzywej, od-

cinkiem osi OX oraz prostymi x = x1, x = x2, gdzie x1 = g(t1),

x2 = g(t2), wyra»a si¦ wzorem

P =

x2∫
x1

|y| dx =

t2∫
t1

|h(t)| g′(t)dt.
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Je»eli przy tych samych zaªo»eniach funkcja jest malej¡ca w prze-

dziale t1 6 t 6 t2, to pole obszaru wyra»a si¦ wzorem

P =

x2∫
x1

|y| dx = −
t2∫
t1

|h(t)| g′(t)dt.
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�wiczenie 9. Obliczy¢ pole elipsy danej równaniami parame-

trycznymi

x = 2 cos t, y = sin t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π.

�wiczenie 10.Obliczy¢ pole obszaru ograniczone odcinkiem osi

OX i ªukiem cykloidy okre±lonej równaniami parametrycznymi

x = t− sin t, y = 1− cos t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π.

�wiczenie 11.Obliczy¢ pole asteroidy okre±lonej równaniami

x = cos3 t, y = sin3 t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π.
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Twierdzenie 8. (Obliczanie pól, gdy linia ograniczaj¡ca okre-

±lona jest we wspóªrz¦dnych biegunowych)

Je»eli krzywa dana jest we wspóªrz¦dnych biegunowych

r = f(θ),

gdzie f(θ) jest funkcj¡ nieujemn¡ ci¡gª¡ w przedziale α 6 θ 6 β,

a przy tym 0 < β−α < 2π, to pole obszaru ograniczonego ªukiem

krzywej r = f(θ) oraz promieniami wodz¡cymi o amplitudach α

i β wyra»a si¦ wzorem

P =
1

2

β∫
α

r2dθ =
1

2

β∫
α

(f(θ)2 dθ.
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�wiczenie 12.Obliczy¢ pole lemniskaty Bernoulliego okre±lonej

równaniem

r =
√

cos 2θ,

gdzie θ przebiega przedziaªy −
π

4
6 θ 6

π

4
i

3π

4
6 θ 6

5π

4
.

�wiczenie 13.Obliczy¢ pole ograniczone rozet¡ trójk¡tn¡ o rów-

naniu

r = sin 3θ,

gdzie θ przebiega przedziaªy 0 6 θ 6
π

3
,

2π

3
6 θ 6 π,

4π

3
6 θ 6

5π

3
.
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Twierdzenie 9. (Dªugo±¢ krzywej)

Je»eli krzywa wyznaczona jest równaniem postaci y = f(x), przy

czym funkcja f(x) ma w przedziale a 6 x 6 b ci¡gª¡ pochodn¡,

to dªugo±¢ ªuku krzywej w tym przedziale wyra»a si¦ wzorem

L =

b∫
a

√
1 +

(
dy

dx

)2
dx.

�wiczenie 14.Wyprowad¹ wzór na obwód koªa o promieniu r.

�wiczenie 15.Obliczy¢ dªugo±ci podanych krzywych:

a) y = ln cosx, 0 6 x 6
π

3
;

b) y =
√

1− x2, 0 6 x 6
1

2
.
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Twierdzenie 10. (Dªugo±¢ krzywej danej parametrycznie)

Je»eli krzywa dana jest parametrycznie za pomoc¡ równa«

x = g(t), y = h(t),

przy czym funkcje g(t) i h(t) maj¡ w przedziale t1 6 t 6 t2 ci¡gªe

pochodne oraz ªuk nie ma cz¦±ci wielokrotnych, to dªugo±¢ ªuku

wyra»a si¦ wzorem

L =

t2∫
t1

√(
dx

dt

)2
+
(
dy

dt

)2
dt.
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�wiczenie 16.Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku asteroidy

x = cos3 t, y = sin3 t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π.

�wiczenie 17.Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku cykloidy

x = t− sin t, y = 1− cos t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π.

19



Twierdzenie 11. (Dªugo±¢ krzywej danej biegunowo)

Je»eli krzywa dana jest równaniem we wspóªrz¦dnych bieguno-

wych r = f(θ), przy czym funkcja f(θ) ma w przedziale α 6 θ 6 β

ci¡gª¡ pochodn¡ i ªuk nie ma cz¦±ci wielokrotnych, to dªugo±¢

ªuku wyra»a si¦ wzorem

L =

β∫
α

√
r2 +

(
dr

dθ

)2
dθ.

�wiczenie 18.Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku spirali logarytmicznej

r = e2θ,

gdzie parametr θ zmienia si¦ w przedziale 0 6 θ 6 6π.
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Twierdzenie 12. (Obj¦to±¢ bryªy obrotowej)

Niech nieujemna funkcja f b¦dzie ci¡gªa na przedziale [a, b].

Wtedy obj¦to±¢ bryªy obrotowej ograniczonej powierzchni¡, która

powstaje, gdy ªuk krzywej o równaniu y = f(x) dla x ∈ [a, b]

obraca si¦ dookoªa osi OX, wyra»a si¦ wzorem:

V = π

b∫
a

[f(x)]2dx.
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�wiczenie 19.Wyprowad¹ wzór na obj¦to±¢ kuli o promieniu R.

�wiczenie 20.Oblicz obj¦to±ci bryª powstaªych z obrotu poda-

nych krzywych dookoªa osi OX:

a) y =
1

1 + x2
, 0 6 x 6 1;

b) y =
√
xe−x, 0 6 x 6 4.
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Twierdzenie 13. (Obj¦to±¢ bryªy obrotowej z ªukiem danym pa-

rametrycznie)

Niech dany b¦dzie ªuk AB krzywej okre±lonej równaniami

x = g(t), y = h(t),

przy czym funkcje g(t) i h(t) maj¡ w przedziale t1 6 t 6 t2 ci¡-

gªe pochodne, funkcja g(t) jest w tym przedziale stale rosn¡ca

albo stale malej¡ca, a funkcja h(t) przybiera warto±ci nieujemne.

Wówczas obj¦to±¢ bryªy obrotowej, która powstaje, gdy ªuk AB

wraz z rz¦dnymi w ko«cach ªuku obraca si¦ dookoªa osi OX wy-

ra»a si¦ wzorem

L = π

t2∫
t1

y2dx

dt
dt.
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�wiczenie 21.Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy powstaªej z obrotu cyklo-

idy

x = t− sin t, y = 1− cos t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π, dookoªa osi OX.
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Twierdzenie 14. (Pole powierzchni obrotowej)

Niech nieujemna funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna na przedziale

[a, b]. Wtedy pole powierzchni obrotowej powstaªej z obrotu krzy-

wej o równaniu y = f(x) dla x ∈ [a, b] dookoªa osi OX, wyra»a

si¦ wzorem:

S = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2dx.
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�wiczenie 22.Obliczy¢ pola powierzchni powstaªych z obrotu

podanych krzywych dookoªa osi OX:

a) y =
√
x, 0 6 x 6 1;

b) y = sinx, 0 6 x 6 π.
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Twierdzenie 15. (Pole powierzchni obrotowej z ªukiem danym

parametrycznie)

Niech dany b¦dzie ªuk AB krzywej okre±lonej równaniami

x = g(t), y = h(t),

przy czym funkcje g(t) i h(t) maj¡ w przedziale t1 6 t 6 t2 ci¡-

gªe pochodne, funkcja g(t) jest w tym przedziale stale rosn¡ca

albo stale malej¡ca, a funkcja h(t) przybiera warto±ci nieujemne.

Wówczas pole powierzchni bryªy obrotowej, która powstaje, gdy

ªuk AB wraz z rz¦dnymi w ko«cach ªuku obraca si¦ dookoªa osi

OX wyra»a si¦ wzorem

L = 2π

t2∫
t1

y

√(
dx

dt

)2
+
(
dy

dt

)2
dt.
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�wiczenie 23.Obliczy¢ pole powierzchni powstaªej z obrotu cy-

kloidy

x = t− sin t, y = 1− cos t,

gdzie parametr t przebiega przedziaª 0 6 t 6 2π, dookoªa osi OX.
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Twierdzenie 16. (caªka niewªa±ciwa funkcji nieograniczonej)

Niech punkt c ∈ [a, b] b¦dzie punktem nieograniczono±ci funkcji

f . Je»eli istniej¡ granice

lim
ε→c−

ε∫
a

f(x)dx oraz lim
ε→c+

b∫
ε

f(x)dx,

to sum¦ tych granic nazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji nieograni-

czonej f na przedziale [a, b] i oznaczamy symbolem

b∫
a

f(x)dx.

Uwaga 2. Je»eli która± z powy»szych granic nie istnieje, to mó-

wimy, »e caªka niewªa±ciwa jest rozbie»na.
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Uwaga 3. Je»eli punktem nieograniczono±ci jest jeden z ko«ców

przedziaªu [a, b], to przez caªk¦ niewªa±ciw¡ rozumiemy odpowie-

dnio:

lim
ε→a+

b∫
ε

f(x)dx albo lim
ε→b−

ε∫
a

f(x)dx.

Rysunek 3. Interpretacja geometryczna caªki niewªa±ciwej.
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�wiczenie 24.Oblicz caªki:

a)

1∫
0

xdx√
1− x2

;

b)

1∫
1
2

dx√
1− x2 arcsinx

.
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Twierdzenie 17. (caªka na przedziale nieograniczonym)
Niech funkcja f b¦dzie okre±lona na przedziel [a,∞]. Je»eli istnie-
je granica

lim
ε→∞

ε∫
a

f(x)dx,

to granic¦ t¦ nazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f na przedziale
[a,∞] i oznaczamy symbolem

∞∫
a

f(x)dx.

Uwaga 4. Analogicznie okre±la si¦ znaczenie symbolu

b∫
−∞

f(x)dx

jako granic¦ lim
ε→−∞

b∫
ε

f(x)dx.
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�wiczenie 25.Oblicz podane caªki:

a)

∞∫
0

e−xdx;

b)

∞∫
1

(
2

x
+

1

x2

)2
dx;

c)

∞∫
−∞

(arctanx)2dx

1 + x2
.
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