
Programowanie liniowe

Algorytm sympleks II

• Posta¢ optymalna

• Posta¢ nieograniczona

• Posta¢ sprzeczna



POSTA� OPTYMALNA TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Rozpoczniemy od powtórnego rozwa»enia przykªadu, rozwi¡za-

nego ju» wcze±niej metod¡ gra�czn¡.

Przykªad 1.

Zakªad mo»e wytwarza¢ dwa wyroby P1 i P2. Ich produkcja jest

limitowana ze wzgl¦du na ograniczone zasoby trzech surowców:

S1, S2 i S3. Posiadane zapasy tych surowców, zyski jednostkowe

ze sprzeda»y produktów oraz nakªady jednostkowe poszczegól-

nych surowców zwi¡zane z produkcj¡ podaje poni»sza tabela.

P1 P2 Zasoby

S1 2 2 14
S2 1 2 8
S3 4 0 16

Zyski 2 3
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Model matematyczny zagadnienia jest postaci:



2x1 +3x2 → max
2x1 +2x2 6 14
x1 +2x2 6 8
4x1 6 16

x1 > 0, x2 > 0.

Utworzymy teraz tablic¦ sympleksow¡ w postaci kanonicznej sto-

warzyszon¡ z tym programem liniowym i przeksztaªcimy j¡ zgod-

nie z zasad¡ sympleks.
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W tym celu zapisujemy program w postaci standardowej. Mamy



−2x1 − 3x2 → min
2x1 +2x2 + x3 = 14
x1 +2x2 + x4 = 8
4x1 + x5 = 16

x1, x2, x3, x4, x5 > 0.

Okazuje si¦, »e jest to te» posta¢ kanoniczna. Zapisujemy pierw-

sz¡ tablic¦ sympleksow¡. Mamy

TA =

0 -2 -3 0 0 0

14 2 2 1 0 0
8 1 2 0 1 0

16 4 0 0 0 1
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Odczytujemy z tablicy pierwsze bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne,

którym jest xA = [0,0,14,8,16]T , co na rysunku odpowiada

punktowi: A = (0,0).

Chcemy teraz przeksztaªci¢ tablic¦ TA zgodnie z zasad¡ sympleks

- musimy wi¦c ustali¢ o± obrotu. W tym celu wybieramy kolumn¦,

a nast¦pnie wiersz obrotu.

Jako kolumn¦ wybieramy kolumn¦ x2, poniewa» c2 = −3 < 0

i jest to najmniejszy wspóªczynnik. Jako wiersz wybieramy

wiersz drugi, poniewa» jest to wiersz o najmniejszym ilorazie(
8
2 = min

{
14
2 , 82

})
.
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Wykonujemy operacje elementarne na wierszach i otrzymujemy

TB =

12 −1
2 0 0 3

2 0

6 1 0 1 -1 0

4 1
2 1 0 1

2 0

16 4 0 0 0 1

Odczytujemy z drugiej tablicy bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne,

którym jest teraz xB = [0,4,6,0,16]T , co na rysunku odpowiada

punktowi: B = (0,4).

Wykonujemy jeszcze jeden obrót zgodnie z zasad¡ sympleks.

Osi¡ obrotu b¦dzie teraz element a31, poniewa» kolumna x1 jest

jedyn¡ z ujemnym wspóªczynnikiem funkcji celu (c1 = −1
2 < 0), a

wierszem o minimalnym ilorazie b¦dzie wiersz 3

(
16
4 = min

{
6
1,

4
1
2
, 164

})
.
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Wykonujemy operacje elementarne na wierszach tablicy TB i otrzy-

mujemy

TC =

14 0 0 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4

Odczytujemy z trzeciej tablicy bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne,

którym jest teraz xC = [4,2,2,0,0]T , co na rysunku odpowiada

punktowi: C = (4,2).

O punkcie C wiemy z rozwi¡zania gra�cznego, »e jest optymalny.

Wnioskujemy zatem, »e tablica TC jest w postaci optymalnej.
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Powstaje jednak pytanie: jak rozpozna¢, »e tablica otrzymana

w ci¡gu kolejnych obrotów jest w postaci optymalnej, tzn. od-

powiada rozwi¡zaniu optymalnemu?

Pozornie naiwna odpowied¹, nasuwaj¡ca si¦ po rozwi¡zaniu ostat-

niego przykªadu, jest prawdziwa - wszystkie wspóªczynniki (wagi)

funkcji celu musz¡ by¢ nieujemne.
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Podsumowuj¡c

De�nicja 1.Mówimy, »e tablica sympleksowa w postaci kano-

nicznej jest w postaci optymalnej, je»eli

cj > 0 dla j = 1, . . . , n.

Uwaga 1.Bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne zwi¡zane z t¡ tablic¡

jest rozwi¡zaniem optymalnym.

Uwaga 2. Je»eli tablica sympleksowa nie jest w postaci kanonicz-

nej, to warunek cj > 0 dla wszystkich j, nie gwarantuje nawet,

»e rozwi¡zanie dopuszczalne (!) istnieje.
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POSTA� NIEOGRANICZONA TABLICY

SYMPLEKSOWEJ

Nie ka»da tablica sympleksowa w postaci kanonicznej mo»e zo-

sta¢ przeksztaªcona (za pomoc¡ obrotów) do postaci optymalnej.

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ tablic¦:

-9 0 0 -2 -1 0

3 0 0 -1 2 1
1 1 0 0 1 0
5 0 1 -4 1 0

Jest ona w postaci kanonicznej, z bazowym rozwi¡zaniem do-

puszczalnym x̂ = [1,5,0,0,3]T dla którego z(x̂) = 9.
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Teraz podobnie jak w pocz¡tkowym przykªadzie, b¦dziemy chcieli

przeprowadzi¢ analiz¦ parametryczn¡ zwi¦kszaj¡c x3 tak, aby

otrzyma¢ mniejsz¡ warto±¢ funkcji celu. Przyjmujemy wi¦c za

zmienne niebazowe: x3 = t > 0 i x4 = 0. Daje to wektor:

x(t) =


1

5+ 4t
t
0

3+ t

 i warto±¢ z (x(t)) = 9− 2t.

Zauwa»my, »e wektor x(t) dla ka»dego t > 0 speªnia wszystkie

warunki ograniczaj¡ce oraz brzegowe (!) - a wi¦c jest rozwi¡za-

niem dopuszczalnym. Ale gdy t → ∞, to z(x(t)) → −∞, zatem

z nie osi¡ga sko«czonej warto±ci minimalnej - rozwi¡zanie opty-

malne nie istnieje.
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Zauwa»my, »e powy»sze rozumowanie pokazuj¡ce, »e program li-

niowy nie ma rozwi¡zania optymalnego, zale»y tylko od koniunk-

cji dwóch faktów

1) tablica sympleksowa jest w postaci kanonicznej

2) waga c3 < 0 oraz ai3 6 0 dla ka»dego i = 1,2,3.

Tak¡ argumentacj¦ mo»na zastosowa¢ do ka»dej tablicy o tych

wªasno±ciach, co prowadzi do de�nicji:

De�nicja 2. Tablica sympleksowa w postaci kanonicznej jest

w postaci nieograniczonej, je»eli ck < 0 dla pewnego k oraz

aik 6 0 dla wszystkich i.

Wniosek 1. Program liniowy maj¡cy tablic¦ sympleksow¡ w po-

staci nieograniczonej ma rozwi¡zania dopuszczalne (jest niesprzeczny),

ale nie rozwi¡zania optymalnego - funkcja celu jest nieograni-

czona (z doªu) na zbiorze rozwi¡za« dopuszczalnych.
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DWIE POSTACIE SPRZECZNE TABLICY

SYMPLEKSOWEJ

Przypomnijmy, »e je»eli tablica sympleksowa jest w postaci ka-

nonicznej, to wiadomo, »e reprezentuje ona program liniowy nie-

sprzeczny. Istnieje wtedy co najmniej jedno rozwi¡zanie dopusz-

czalne - bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne zwi¡zane z t¡ tablic¡

sympleksow¡.

Je»eli program liniowy jest sprzeczny (nie ma rozwi¡za« dopusz-

czalnych), to cho¢ mo»na go sprowadzi¢ do postaci standardo-

wej (bo ka»dy mo»na) i zapisa¢ w tablicy sympleksowej, to tej

tablicy nie mo»na przeksztaªci¢ (za pomoc¡ obrotów) do równo-

wa»nej postaci kanonicznej - otrzymujemy tablic¦ w tzw. postaci

sprzecznej
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Przykªad 1. Rozwa»my nast¦puj¡cy program liniowy w postaci

standardowej, zapisany w tablicy sympleksowej:

5 2 -3 1 -1

2 1 0 -1 -1
1 -1 1 2 0
-4 0 1 1 -1

Spróbujemy przeksztaªci¢ t¦ tablic¦ do postaci kanonicznej, tzn.

spróbujemy uzyska¢ macierz jednostkow¡. W tym celu wyko-

namy seri¦ obrotów, wokóª zaznaczonych elementów.

1 0 -3 3 1

2 1 0 -1 -1
3 0 1 1 -1
-4 0 1 1 -1
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10 0 0 6 -2

2 1 0 -1 -1
3 0 1 1 -1
-7 0 0 0 0

Ostatnia tablica pokazuje, »e program jest sprzeczny, poniewa»

»aden wektor (a dokªadniej - jego wspóªrz¦de) nie speªnia ostat-

niego równania, tzn. −7 = 0.

De�nicja 3. Mówimy, »e tablica sympleksowa jest w postaci

sprzecznej pierwszego rodzaju, je»eli

bi 6= 0 dla pewnego i oraz aij = 0 dla ka»dego j.

Uwaga 3.Program liniowy zapisany w takiej tablicy jest sprzeczny

(nie ma rozwi¡za« dopuszczalnych).
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Uwaga 4. Sprzeczno±¢ I rodzaju oznacza, »e ukªad równa« Ax = b

nie ma rozwi¡za«.

Uwaga 5. Je±li ukªad równa« Ax = b ma rozwi¡zania, to prze-

ksztaªcaj¡c go równowa»nie, nigdy nie otrzymamy tego typu rów-

nania (np. −7 = 0). Co jest równoznaczne z tym, »e w tablicy

sympleksowej nie pojawi si¦ wiersz typu:

-7 0 0 0 0
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Uwaga 6.Nawet je±li ukªad Ax = b posiada rozwi¡zania, to mo»e

si¦ okaza¢, »e »adne z nich nie speªnia warunków brzegowych,

tzn. x > 0.

Przykªad 2. Rozwa»my nast¦puj¡cy program liniowy w postaci

standardowej, zapisany w tablicy sympleksowej:

-6 -1 1 -1 0

8 2 -2 -6 0
-2 0 5 4 1

Ostatnie ograniczenie (równanie) ma posta¢:

−2 = 5x2 +4x3 + x4.

Jest oczywiste, »e »aden wektor x = [x1, x2, x3, x4]
T o wspóªrz¦d-

nych nieujemnych, nie mo»e speªnia¢ tego równania. Oznacza

to, »e rozpatrywany program jet sprzeczny.
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De�nicja 4. Mówimy, »e tablica sympleksowa jest w postaci

sprzecznej drugiego rodzaju, je»eli

bi < 0 dla pewnego i oraz aij > 0 dla ka»dego j

lub równowa»nie

bi > 0 dla pewnego i oraz aij 6 0 dla ka»dego j.

Uwaga 7.Program liniowy zapisany w takiej tablicy jest sprzeczny

(nie ma rozwi¡za« dopuszczalnych).
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