Programowanie liniowe

Algorytm sympleks II
e PostacC optymalna
e PostacC nieograniczona

e PostacC sprzeczna



POSTAC OPTYMALNA TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Rozpoczniemy od powtdrnego rozwazenia przyktadu, rozwigza-
nego juz wczesniej metoda graficzng.

Przyktfad 1.

Zaktad moze wytwarzaC dwa wyroby Pq i P>. Ich produkcja jest
limitowana ze wzgledu na ograniczone zasoby trzech surowcow:
S1, So i 53. Posiadane zapasy tych surowcow, zyski jednostkowe
ze sprzedazy produktdow oraz naktady jednostkowe poszczegol-
nych surowcOw zwigzane z produkcjg podaje ponizsza tabela.

P P> | Zasoby
S1 2 2 14
So 1 2 3
S3 4 0 16
ZysKki | 2 3




Model matematyczny zagadnienia jest postaci:

( 2x1 + 3x> — max
2rx1 + 220 < 14
x1 + 22> < 8
4r1 < 16
x1 20, x>0,
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Utworzymy teraz tablice sympleksowg w postaci kanonicznej sto-
warzyszong z tym programem liniowym i przeksztatcimy jg zgod-
nie z zasadg sympleks.



W tym celu zapisujemy program w postaci standardowej. Mamy

p

—2x1 — 3o — Min
2x1 + 220 + 3 = 14
x1+2x0 + 14 = 8
dr1 + x5 = 16
T1,%2,T3,%4,%5 = 0.
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Okazuje sie, ze jest to tez postaC kanoniczna. Zapisujemy pierw-
szg tablice sympleksowa. Mamy

0[-2 -3 0 0 O
r — |14[2 2100
A~ | 8|1 2010

16/ 4 0 0 0 1




Odczytujemy z tablicy pierwsze bazowe rozwigzanie dopuszczalne,
ktérym jest z, = [0,0,14,8,16], co na rysunku odpowiada
punktowi: A = (0,0).

Chcemy teraz przeksztatciC tablice Ty zgodnie z zasadg sympleks
- musimy wiec ustali€¢ oS obrotu. W tym celu wybieramy kolumne,
a nastepnie wiersz obrotu.

Jako kolumne wybieramy kolumne xzo, poniewaz co = —3 < O
I jest to najmniejszy wspotczynnik. Jako wiersz wybieramy
wiersz drugi, poniewaz jest to wiersz o najmniejszym ilorazie

3= mn{¥.3)).



Wykonujemy operacje elementarne na wierszach i otrzymujemy

12/-3 0 0 2 O
~ _ | 6/ 1 01-10
B = 1 1
40 510 3 0
16| 4 00 01

Odczytujemy z drugiej tablicy bazowe rozwigzanie dopuszczalne,
ktérym jest teraz g = [0, 4,6,0,16]%, co na rysunku odpowiada
punktowi: B = (0,4).

Wykonujemy jeszcze jeden obrot zgodnie z zasada sympleks.
Osig obrotu bedzie teraz element a31, poniewaz kolumna x7 jest
jedynga z ujemnym wspotczynnikiem funkcji celu (¢ = —% <0), a

wierszem o minimalnym ilorazie bedzie wiersz 3 (17? = min {%, =3 %})
5
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Wykonujemy operacje elementarne na wierszach tablicy Tz I otrzy-
mujemy

14/0 0 0 3 &
2/0 0 1 -1 —z%
T = 1
201o§—§
4/1 0 0 0 4

Odczvytujemy z trzeciej tablicy bazowe rozwigzanie dopuszczalne,
ktérym jest teraz zo = [4,2,2,0,0], co na rysunku odpowiada
punktowi: C = (4,2).

O punkcie C wiemy z rozwigzania graficznego, ze jest optymalny.
Whnioskujemy zatem, ze tablica T jest w postaci optymalnej.
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Powstaje jednak pytanie: jak rozpoznal, ze tablica otrzymana
W Ciggu kolejnych obrotdow jest w postaci optymalnej, tzn. od-
powiada rozwigzaniu optymalnemu?

Pozornie naiwna odpowiedz, nasuwajaca sie po rozwigzaniu ostat-
niego przyktadu, jest prawdziwa - wszystkie wspotczynniki (wagi)
funkcji celu musza byC nieujemne.



Podsumowujac
Definicja 1. Mowimy, ze tablica sympleksowa w postaci kano-
nicznej jest w postaci optymalnej, jezeli

c;>0dlaj=1,...,n

Uwaga 1. Bazowe rozwigzanie dopuszczalne zwigzane z tg tablica
jest rozwigzaniem optymalnym.

Uwaga 2. Jezeli tablica sympleksowa nie jest w postaci kanonicz-
nej, to warunek c;j 20 dla wszystkich 5, nie gwarantuje nawet,
ze rozwigzanie dopuszczalne (1) istnigje.



POSTAC NIEOGRANICZONA TABLICY
SYMPLEKSOWEJ

Nie kazda tablica sympleksowa w postaci kanonicznej moze zo-
stac przeksztatcona (za pomocg obrotéw) do postaci optymalnej.
Rozwazmy nastepujacy tablice:

-910 0 -2 -1 O
3]0 0 -1 2 1
111 0 O 1 O
5/0 1 -4 1 O

Jest ona w postaci kanonicznej, z bazowym rozwigzaniem do-
puszczalnym z = [1,5,0,0,3]T dla ktérego z(z) = 9.



Teraz podobnie jak w poczatkowym przyktadzie, bedziemy chcieli
przeprowadziC analize parametryczng zwiekszajac x3 tak, aby
otrzymaC mniejszg wartosC funkcji celu. Przyjmujemy wiec za
zmienne niebazowe: r3 =t >0 i x4 = 0. Daje to wektor:

1
5+ 4t
x(t) = t i wartos€  z (x(t)) = 9 — 2t.

0
3+t

Zauwazmy, ze wektor z(t) dla kazdego ¢t > 0 spetnia wszystkie
warunki ograniczajace oraz brzegowe (!) - a wiec jest rozwigza-
niem dopuszczalnym. Ale gdy ¢t — oo, to z(z(t)) — —oc0, zatem
z nie osigga skonczonej wartosci minimalnej - rozwigzanie opty-
malne nie istnigje.
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Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie pokazujace, ze program li-
niowy nie ma rozwigzania optymalnego, zalezy tylko od koniunk-
cji dwoch faktow

1) tablica sympleksowa jest w postaci kanonicznej

2) waga c3 < 0 oraz a;3 < 0 dla kazdego i = 1,2, 3.

Taka argumentacje mozna zastosowal do kazdej tablicy o tych
wtasnosciach, co prowadzi do definicji:

Definicja 2. Tablica sympleksowa w postaci kanonicznej jest
W postaci nieograniczonegj, jezeli ¢, < 0 dla pewnego k oraz
a;r. < 0 dla wszystkich «.

whniosek 1. Program liniowy majgcy tablice sympleksowg w po-
staci nieograniczonej ma rozwigzania dopuszczalne (jest niesprzeczny ),
ale nie rozwigzania optymalnego - funkcja celu jest nieograni-
czona (z dotu) na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.
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DWIE POSTACIE SPRZECZNE TABLICY
SYMPLEKSOWEJ

Przypomnijmy, ze jezeli tablica sympleksowa jest w postaci ka-
nonicznej, to wiadomo, ze reprezentuje ona program liniowy nie-
sprzeczny. Istnieje wtedy co najmniej jedno rozwigzanie dopusz-
czalne - bazowe rozwigzanie dopuszczalne zwigzane z tg tablica
sympleksows.

Jezeli program liniowy jest sprzeczny (nie ma rozwigzan dopusz-
czalnych), to cho€ mozna go sprowadzi¢ do postaci standardo-
wej (bo kazdy mozna) i zapisaC¢ w tablicy sympleksowej, to tej
tablicy nie mozna przeksztatci€ (za pomocg obrotdéw) do réwno-
waznej postaci kanonicznej - otrzymujemy tablice w tzw. postaci

sprzecznej
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Przyktad 1. Rozwazmy nastepujacy program liniowy w postaci
standardowej, zapisany w tablicy sympleksowej:

5/ 2 -3 1 -1
2,1 0 -1 -1
1/-1 1 2 O
-4 0 1 1 -1

Sprobujemy przeksztatciC te tablice do postaci kanonicznej, tzn.
sprobujemy uzyskaC macierz jednostkowa. W tym celu wyko-
namy serie obrotdw, wokdt zaznaczonych elementow.

110 -3 3 1
2(1 0 -1 -1
3(0 1 1 -1
-410 1 1 -1
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100 0O 6 -2
21 0 -1 -1
3]0 1 1 -1

-r10 O O O

Ostatnia tablica pokazuje, ze program jest sprzeczny, poniewaz
zaden wektor (a doktadniej - jego wspdtrzede) nie spetnia ostat-
niego rownania, tzn. —7 = 0.

Definicja 3. Mowimy, ze tablica sympleksowa jest w postaci
Sprzecznej pierwszego rodzaju, jezeli

b; 7 0 dla pewnego i oraz a;; = 0 dla kazdego j.

Uwaga 3. Program liniowy zapisany w takiej tablicy jest sprzeczny
(nie ma rozwigzan dopuszczalnych).
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Uwaga 4. SprzecznoSC I rodzaju oznacza, ze uktad rownan Az = b
nie ma rozwigzan.

Uwaga 5. JesSli uktad rownan Ax = b ma rozwigzania, to prze-
ksztatcajagc go rownowaznie, nigdy nie otrzymamy tego typu row-
nania (np. —7 = 0). Co jest réownoznaczne z tym, ze w tablicy
sympleksowej nie pojawi sie wiersz typu:

-r10 O O O
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Uwaga 6. Nawet jesli uktad Ax = b posiada rozwigzania, to moze
sie okazal, ze zadne z nich nie spetnia warunkdw brzegowych,
tzn. x > 0.

Przykfad 2. Rozwazmy nastepujacy program liniowy w postaci
standardowej, zapisany w tablicy sympleksowej:

-6/-1 1 -1 O
3| 2 -2 -6 O
21 0 5 4 1

Ostatnie ograniczenie (réwnanie) ma postac:

—2 =b5x5 + 4x3 + 4.

Jest oczywiste, ze zaden wektor x = [z, xp, x3, 334]T O wWspOtrzed-
nych nieujemnych, nie moze spetniaC tego rownania. Oznacza
to, ze rozpatrywany program jet sprzeczny.
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Definicja 4. Mowimy, ze tablica sympleksowa jest w postaci
sSprzecznej drugiego rodzaju, jezeli

b; < 0 dla pewnego ¢ oraz a;; > 0 dla kazdego j

lub rownowaznie

b; > 0 dla pewnego ¢ oraz a;; < 0 dla kazdego j.

Uwaga 7. Program liniowy zapisany w takiej tablicy jest sprzeczny
(nie ma rozwigzan dopuszczalnych).
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