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TABLICA SYMPLEKSOWA

Tablicg sympleksowg stowarzyszong z programem liniowym w po-
staci standardowej, tzn.

z=cTaz—|—d—>min
Ax = b
x > 0,

nazywamy tabele zawierajaca dane definiujace ten program po-
staci:




Przyktad 1.
PodacC tablice sympleksowg stowarzyszong z programem linio-

wym:

6x1 + 5xo + 3x3 + 7Tx4 — Max
x1 + xo + 3x4 < 50

§ 2x1 +xo + 223 + x4 < 150
1+ xo +x3 + 44 < 80
r1,%2,23,24 = 0.

\

Sprowadzamy program do postaci standardowej, mamy

p

—6x1 — 5xo — 33 — T4 — MIN
x1—|-CC2—|-3ZC4—|-CC5=5O

{ 2w1+m2—|—2x3—|—x4—|—aﬁ6=150
x1+x0+ x3+ 4x4 + 27 = 80
5137;20, ’i:O,...,7.




Dla tego programu macierze A, b i ¢ sg postaci:

T

C

—= N =

CO daje nastepujaca tablice sympleksowg T7:

1 0310 0] - 50 |
1 21010 b= | 150
114001 80 |
-6 -5 -3 -7 0 0 0],
0/-6 -5 -3 -7 0 0 O
50/ 1 1 0 3 1 0 O
150 2 1 2 1 0 1 O
80/ 1 1 1 4 0 0 1




Uwaga 1. W dostepnej literaturze (np. w zbiorze zadan pod

redakcja K.Kukuty) wystepuja inne, czesto bardziej skompliko-
wane, formy tablicy sympleksowej.

Uwaga 2. Bardzo wazng kwestig jest, aby zdawacl sobie sprawe
z tego, ze programy liniowe w postaci standardowej, mogg byC
reprezentowane przez wiele roznych, ale rownowaznych, tablic

sympleksowych.



Dla zobrazowania uwagi 2, dla danej tablicy T7 wyeliminujmy
zmienng xq1 z drugiego i trzeciego ograniczenia. W tym celu wy-
liczymy x1 z pierwszego ograniczenia i podstawimy do drugiego
| trzeciego. Mamy

x1 =50 —xo — 314 — 5.
Po podstawieniu do drugiego ograniczenia dostajemy:

150 =2(50 — x5 — 324 — x5) + x5 + 223 + x4 + 26,
a stad
50 = —ID —|— 2:(33 — 5:134 — 2:(35 —|— LeG-

Zauwazmy, ze to samo rownanie mozemy otrzymacC po prostu
MNOoz3aC pierwsze ograniczenie przez —2 i dodajagc do drugiego,
CO jest rownowazne z pomnozeniem w tablicy T7 wiersza pierw-
Szego ograniczenia przez —2 i dodaniem go do wiersza drugiego
ograniczenia.



Podobnie po podstawieniu do trzeciego ograniczenia otrzymu-
jemy:

80 =50 -2 —3x4 — x5 + 20 + 3 + 474 + 7,
a stad ostatecznie:

30 =x3+ x4 — x5 + 7.

Alternatywnie to samo rownanie mozemy otrzymacC przez po-
mnozenie pierwszego ograniczenia przez —1 i dodanie go trze-
ciego, co jest rownowazne z pomnozeniem w tablicy 17 wiersza

pierwszego ograniczenia przez —1 i dodaniem go do wiersza trze-
ciego ograniczenia.



W wyniku tych przeksztatcen otrzymujemy nastepujacg tablice
sympleksowaq:

0|-6 -5 -3 -7 O
50/ 1 1 O 3 1
50| 0 -1 2 -5 -2
30, 0 0 1 1 -1

ol Nelle
=R O OO

Ta nowa tablica reprezentuje w sposob rownowazny ten sam pro-
gram liniowy. Dwa ograniczenia maja nieco inng, ale rownowazng
postac.



Funkcja celu, reprezentowana w tej tablicy, jest postaci:
z(x) = —6x1 — 5xo — 313 — Tx4.

PrzypuSCmy, ze chcemy wyeliminowaC zmienng x1 rowniez z funk-
cji celu (wkrotce zobaczymy, ze taka eliminacja jest konieczna
w metodzie sympleks). Podstawiamy wyliczone wczeSniej xq do

funkcji celu i otrzymujemy:
z(x) = —6(50 — x5 — 3x4 — x5) — 5o — 313 — 7224,

a stad
z(x) = —300+ 25 — 33+ 1124 + 625.



To samo rownanie mozemy otrzymacC w tablicy mnozac wiersz
pierwszego ograniczenia przez 6 i dodajac do wiersza funkcji celu.
Ostatecznie otrzymujemy tablice:

300/0 1 -3 11 6 0 O
o _— | 50[1 1 0 3 100
2 =~ | 50|/0 -1 2 -5 -2 1 0

30/0 0 1 1 -1 0 1

Zauwazmy, ze tablica 15 reprezentuje ten sam program liniowy
co tablica T7. Dla przyktadu wektor i [50,0,0,0,0,50,3O]T
spetnia ograniczenia reprezentowany w tablicy T5 i z(z°) = —300.
¥ atwo sprawdzi¢, ze wektor 20 spetnia réwniez ograniczenia re-
prezentowane przez tablice 17 i podstawienie 9 do funkcji celu
z tablicy Ty daje z(z°) = —300.



OBRACANIE TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Cigg przeksztatcen elementarnych wykonanych na tablicy Ty w celu
otrzymania tablicy 15 nazywamy obrotem tablicy sympleksowej.

Zasady wykonywania obrotu tablicy sympleksowej mozemy wy-
punktowal nastepujaco:

1) Wybrac niezerowy element ap; W h-tym wierszu i k-tej kolum-
nie macierzy ograniczen A - jest to tzw. element centralny tego
przeksztatcenia (inaczej os obrotu). Wiersz h bedziemy nazywac
wierszem obrotu, a kolumne k - kolumng obrotu.
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2) PomnozyC wiersz obrotu (tj. wszystkie jego elementy) przez

1
statg — tak, aby otrzymacl 1 na osi obrotu.
Apk

3) Nastepnie wykonujac operacje elementarne na wierszach (tj.
mnozenie wiersza obrotu przez statg | dodawanie go do innego
wiesza), wyzerowal wszystkie pozostate elementy w kolumnie
obrotu (tgcznie ze wspdtczynnikiem funkcji celu).

11



POSTAC KANONICZNA PROGRAMU LINIOWEGO
I TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 2.
Niech dany bedzie program liniowy w postaci standardowe]

2

—2x5 4+ 7x3 4+ 8 — mMin
20> —4xz + x4 = 4

. x1 +xo+ br3z3 =206
—2xo +x3+ 25 =5
T1,T2,%3,T4,T5 = 0,
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wtedy stowarzyszona z nim tablica sympleksowa jest postaci:

-8/0 -2 7 0 O
410 2 -4 1 O
61 1 5 0 O
5/0 -2 1 0 1

Zauwazmy, ze dla takiej formy tablicy sympleksowej, jesteSmy
w stanie bardzo tatwo podacl jakieS rozwigzanie dopuszczalne.
Rzeczywiscie przyjmujac xo = 0 i x3 = 0 z warunkdw ogranicza-
jacych wynika, ze x4 =4, x1 =6 i x5 = 5.
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Mamy zatem

i 2(2°) =8 —2z0 + 723 = 8.

S
o
|
O hOOOo

Wektor z0 jest dopuszczalny, poniewaz ma nieujemne wspot-
rzedne i spetnia wszystkie warunki ograniczajace, co wynika z jego
konstrukcji.
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POSTAC KANONICZNA

TQa specjalng postaé powyzszej tablicy sympleksowej (jak i pro-
gramu liniowego), ktéra pozwala w tatwy sposdb podawac roz-
wigzanie dopuszczalne, nazywamy postacig kanoniczng. Roz-
wazmy na nowo program liniowy w postaci standardowej

z=clz+d— min
Ax = b
x > 0,

oraz reprezentujagcg go tablice sympleksowqg:

—d cl

b A
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Definicja 1. O programie liniowym w postaci standardowe]
(i o jego tablicy sympleksowej) bedziemy modwili, ze jest w postaci
kanonicznej, jezeli:

i) wszystkie wyrazy wolne sa nieujemne, tzn. b; > 0,
gdzie:=1,...,m,

ii) macierz A zawiera m kolumn jednostkowych tworzacych ma-
cierz jednostkowa wymiaru m X m,

iii) wspotczynniki funkcji celu odpowiadajace tym kolumnom jed-
nostkowym sg rowne zero.

16



Tablica sympleksowa (jak i program liniowy) z przyktadu 2 jest
W postaci kanonicznej, poniewaz

i) b1,bo,b3 S3 nieujemne,
i) kolumny czwarta, pierwsza i pigta macierzy A tworzg macierz
jednostkowag

I3 =

oNGN
O~ 0O
R O O

iii) odpowiednie wspotczynniki funkcji celu tzn. c4, ¢1 i ¢c5 S3
rowne zero.
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Dla programu w postaci kanonicznej przyjmuje sie nastepujace
definicje.

Definicja 2. Zmienne decyzyjne odpowiadajace kolumnom two-
rzacym macierz jednostkowa w macierzy ograniczen A, nazy-
wamy zmiennymi bazowymi, zaS pozostate zmienne - zmiennymi
niebazowymi.

Uwaga 3. W tablicy sympleksowej z przyktadu 2, zmiennymi ba-
Zowymi sa: xz1, x4 i x5 (tworza one tzw. baze), zaS zmiennymi
niebazowymi s3: xo | 3.

Uwaga 4. W zwigzKku z pojawieniem sie tutaj pojecia bazy, postac
kanoniczna bywa nazywana postacia bazowg. Ma to miejsce
czesto w literaturze polskiej.
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Definicja 3. Rozwigzanie dopuszczalne otrzymane na skutek pod-
stawienia za zmienne niebazowe zera, a nastepnie uzycia warun-
kow ograniczajacych do wyznaczenia zmiennych bazowych, nazy-
wamy bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym zwigzanym z dang
tablicg (programem) w postaci kanonicznej.

Podsumowujgc to co juz zostato powiedziane: tablica symplek-
sowa z przyktadu 2 jest w postaci kanonicznej z bazowymi zmien-
nymi: x4, x1 | x5 i niebazowymi zmiennymi: x5 i x3, a wektor

6
O

4
5

jest bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym zwigzanym z tg ta-
blica.
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W przyktadzie 2, indeksy zmiennych bazowych to: 1, 4 i 5.
W pewnych sytuacjach wygodnie jest uporzadkowac te indeksy,
CO prowadzi do nastepujacego pojecia:

Definicja 4. Ciggiem bazowym indeksOw zwigzanym z tablica
sympleksowg w postaci kanonicznej, nazywamy cigg indeksow
zmiennych bazowych, uporzadkowanych wedtug zasady: -ty in-
deks w ciggu jest indeksem zmiennej bazowej odpowiadajgcej
1-tej kolumnie jednostkowej w macierzy ograniczen A.

W naszym przyktadzie ciggiem bazowym indeksow jest:

S = (4,1,5).
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Uwaga 5. Pewne tablice w postaci standardowej - te zwigzane ze
Sprzecznymi programami liniowymi - nie mogg zostacC przeksztat-
cone do postaci kanonicznej. WKkrotce pokazemy jak za pomoca
ciggu obrotow otrzymac z tablicy w postaci standardowej albo
postaC kanoniczng albo jedng z dwdch postaci sprzecznych.

Uwaga 6. Program liniowy w postaci kanonicznej jest niesprzeczny,
poniewaz zawsze posiada co najmniej jedno rozwigzanie dopusz-
czalhe - mianowicie bazowe rozwigzanie dopuszczalne zwigzane
z tg wtasSnie postacia kanoniczna.
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SZUKANIE LEPSZEGO ROZWIAZANIA

Dla programu liniowego z przyktadu 2, znalezliSmy bazowe roz-
wiazanie dopuszczalne z° dajace wartosé funkcji celu: z(z9) = 8.
Naszym celem (tzn. celem optymalizacji) jest zmniejszenie tej
wartosci, tzn. znalezienie innego bazowego rozwigzania dopusz-

czalnego dajacego mniejszg wartosC

Funkcja celu dana jest wzorem:

z2(x) =8—2xo+T7x3 dla =x¢€ [331,:132,333,w4,az5]T.

Przy zmiennej niebazowej x> wystepuje ujemny wspotczynnik,
wiec wydaje sie, ze podstawiajac za zo jakaS dodatnig wartosc,
zamiast zera, jak to miato miejsce w z0, otrzymamy nowe roz-

wigzanie dopuszczalne dajace mniejsza wartosSC funkcji celu.
22



Przyjmujemy wiec za zmienne niebazowe:

xo =1>0, x3 = 0.

Podstawiajgac te wartosSci do warunkdw ograniczajagcych naszego
programu, mozemy wyliczyC, ze

r1 =6 —t, rg = 4 — 2t, rs = 5 4 2t.
Daje to wektor:

6—1

x(t) = 0 i wartos€  z (x(t)) = 8 — 2t.
4 — 2t
54 2t
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Chcemy przyja€ t mozliwie najwieksze, aby uzyskaC jak najwiek-
sze zmniejszenie wartosci funkcji celu.

Na podstawie swojej konstrukcji xz(t) spetnia wszystkie warunki
ograniczajace, wiec jest rozwigzaniem dopuszczalnym o ile po-
zostanie nieujemne. A to bedzie miato miejsce pod warunkiem,
ze

6—t>0, 4 — 2t > 0, 542t > 0.
Rozwigzujac te nierdwnosci otrzymujemy:
5
t <6, t <2, t>—§,

zatem najwieksza dopuszczalna wartos¢ ¢t (a tym samym x»), to
t = 2.

24



Daje to nowy wektor dopuszczalny:

I wartosC z(x) = 4.

)
|
©CooN b

Powstaje pytanie: ,,Czy x jest bazowym rozwigzaniem dopusz-
czalnym, zwigzanym z jakaS tablicg sympleksowa w postaci ka-
nonicznej naszego programu liniowego?"”

Okazuje sie, ze tak! Zeby sie o tym przekonaé nalezy dokonaé
odpowiedniego obrotu wyjsSciowej tablicy sympleksowej. W efek-
cie tego obrotu zmienna x> powinna staC sie zmienng bazowg, a
odpowiadajaca jej wartosC w kolumnie wyrazow wolnych powinna
WwYynosic 2.
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Obrotem spefniajacym nasze oczekiwania bedzie obrot wyjscio-
wej tablicy sympleksowej wokot podkreSlonego elementu:

\l

o1 o HOO
OoOrr O o

-2

2 -
1

-2

62 NN
O O +=O
= O OO

Po wykonaniu obrotu otrzymujemy tablice:

4]0 0 3 1 O
2/0 1 -2 £ 0
411 0 7-20
9/0 0 -3 1 1

Powyzsza tablica jest w postaci kanonicznej, z ciggiem bazowym
(2,1,5) i bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym Zz.
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Pokazalismy, ze wykonana wyzej analiza parametryczna, gdzie
przyjeliSsmy xo = t w celu wyznaczenia wektora x, moze zostac
zastgpiona obrotem tablicy sympleksowej wokdt odpowiednio do-
branej osi obrotu (odpowiedniego elementu).

Przyjrzyjmy sie procesowi wyboru o0sSi obrotu. Na poczatku dla
t > 0 mieliSmy

6—t
¢
6 4
x(t) = 0 >O<:>t<min{—,—}.
4 -2t 12
5+ 2t

Wyznaczajac powyzsze minimum, trzeciej nierdwnosci, tzn.
542t > 0 nie bierzemy tu pod uwage, gdyz byta zawsze spetniona

dla kazdego t > O.
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Zauwazmy, ze to goérne ograniczenie na t mozemy rowniez wy-
znaczyC analizujac wytacznie tablice sympleksowg, jako minimum
ilorazdw postaci:

Ak

dla tych wierszy ¢ w ktorych jest a;i. > 0 i w kolumnie £ w ktorej
wspotczynnik funkcji celu ¢ < 0.
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Definicja 5. Dla ustalonej kolumny obrotu k£ danej tablicy sym-
pleksowej wiersz h taki, ze iloraz

b b;
“h — min {—Z : dla wierszy ¢, w ktorych a;. > O}
Ahk Ak

nazywamy wierszem o minimalnym ilorazie zwigzanym z kolumna k.

Podsumowujac, wiersz obrotu jaki wybieramy, aby otrzymac nowa
tablice sympleksowgq, jest doktadnie wierszem o minimalnym ilo-
razie.

Uwaga 7. Moze byC wiecej niz jeden taki wiersz. Moze rowniez
nie byC zadnego, jesli a;. < 0 dla kazdego 2, tzn. wszystkie wyrazy
a;.. W tej kolumnie sg niedodatnie.
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ZASADA SYMPLEKS WYBORU OSI OBROTU

Zasadg sympleks nazywamy sposOb wyboru elementu tablicy sym-
pleksowej, tzw. o0si obrotu, wzgledem ktdorego dokonamy prze-
ksztatcenia tej tablicy. Majac wybrang kolumne obrotu k i wy-
brany wiersz obrotu h, mozemy ustaliC oS obrotu jako apy..

Dokonujgc obrotu tablicy sympleksowej w postaci kanonicznej
wzgledem tak wybranej osi obrotu, otrzymamy nowa tablice w po-
staci kanonicznej, z bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym, dla
ktorej wartosSC funkcji celu bedzie mniejsza (badz réwna, gdy
b, = 0) od poprzedniej wartosci.
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Uwaga 8. Zastosowanie zasady sympleks pozwala rozwigzacC wiek-
szoSC programow liniowych w postaci kanonicznej.

Uwaga 9. Nawet jesli ¢, > 0, to dokonujgc obrotu tablicy w po-
staci kanonicznej wzgledem kolumny k i wiersza o minimalnym
ilorazie zwigzanego z kolumna k, otrzymamy tablice w postaci
kanonicznej. Ma to miejsce z uwagi na fakt, ze taki obrot za-

chowuje b; > 0 dla kazdego .
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