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TABLICA SYMPLEKSOWA

Tablic¡ sympleksow¡ stowarzyszon¡ z programem liniowym w po-

staci standardowej, tzn.


z = cTx+ d→ min
Ax = b
x > 0,

nazywamy tabel¦ zawieraj¡c¡ dane de�niuj¡ce ten program po-

staci:

−d cT

b A

1



Przykªad 1.

Poda¢ tablic¦ sympleksow¡ stowarzyszon¡ z programem linio-
wym: 

6x1 +5x2 +3x3 +7x4 → max
x1 + x2 +3x4 6 50
2x1 + x2 +2x3 + x4 6 150
x1 + x2 + x3 +4x4 6 80
x1, x2, x3, x4 > 0.

Sprowadzamy program do postaci standardowej, mamy

−6x1 − 5x2 − 3x3 − 7x4 → min
x1 + x2 +3x4 + x5 = 50
2x1 + x2 +2x3 + x4 + x6 = 150
x1 + x2 + x3 +4x4 + x7 = 80
xi > 0, i = 0, . . . ,7.
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Dla tego programu macierze A, b i c s¡ postaci:

A =

 1 1 0 3 1 0 0
2 1 2 1 0 1 0
1 1 1 4 0 0 1

 , b =

 50
150
80

 ,
cT =

[
−6 −5 −3 −7 0 0 0

]
,

co daje nast¦puj¡c¡ tablic¦ sympleksow¡ T1:

T1 =

0 -6 -5 -3 -7 0 0 0
50 1 1 0 3 1 0 0

150 2 1 2 1 0 1 0
80 1 1 1 4 0 0 1

3



Uwaga 1.W dost¦pnej literaturze (np. w zbiorze zada« pod

redakcj¡ K.Kukuªy) wyst¦puj¡ inne, cz¦sto bardziej skompliko-

wane, formy tablicy sympleksowej.

Uwaga 2. Bardzo wa»n¡ kwesti¡ jest, aby zdawa¢ sobie spraw¦

z tego, »e programy liniowe w postaci standardowej, mog¡ by¢

reprezentowane przez wiele ró»nych, ale równowa»nych, tablic

sympleksowych.
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Dla zobrazowania uwagi 2, dla danej tablicy T1 wyeliminujmy
zmienn¡ x1 z drugiego i trzeciego ograniczenia. W tym celu wy-
liczymy x1 z pierwszego ograniczenia i podstawimy do drugiego
i trzeciego. Mamy

x1 = 50− x2 − 3x4 − x5.

Po podstawieniu do drugiego ograniczenia dostajemy:

150 = 2(50− x2 − 3x4 − x5) + x2 +2x3 + x4 + x6,

a st¡d

50 = −x2 +2x3 − 5x4 − 2x5 + x6.

Zauwa»my, »e to samo równanie mo»emy otrzyma¢ po prostu
mno»¡c pierwsze ograniczenie przez −2 i dodaj¡c do drugiego,
co jest równowa»ne z pomno»eniem w tablicy T1 wiersza pierw-
szego ograniczenia przez −2 i dodaniem go do wiersza drugiego
ograniczenia.
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Podobnie po podstawieniu do trzeciego ograniczenia otrzymu-

jemy:

80 = 50− x2 − 3x4 − x5 + x2 + x3 +4x4 + x7,

a st¡d ostatecznie:

30 = x3 + x4 − x5 + x7.

Alternatywnie to samo równanie mo»emy otrzyma¢ przez po-

mno»enie pierwszego ograniczenia przez −1 i dodanie go trze-

ciego, co jest równowa»ne z pomno»eniem w tablicy T1 wiersza

pierwszego ograniczenia przez −1 i dodaniem go do wiersza trze-

ciego ograniczenia.
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W wyniku tych przeksztaªce« otrzymujemy nast¦puj¡c¡ tablic¦

sympleksow¡:

0 -6 -5 -3 -7 0 0 0
50 1 1 0 3 1 0 0
50 0 -1 2 -5 -2 1 0
30 0 0 1 1 -1 0 1

Ta nowa tablica reprezentuje w sposób równowa»ny ten sam pro-

gram liniowy. Dwa ograniczenia maj¡ nieco inn¡, ale równowa»n¡

posta¢.
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Funkcja celu, reprezentowana w tej tablicy, jest postaci:

z(x) = −6x1 − 5x2 − 3x3 − 7x4.

Przypu±¢my, »e chcemy wyeliminowa¢ zmienn¡ x1 równie» z funk-

cji celu (wkrótce zobaczymy, »e taka eliminacja jest konieczna

w metodzie sympleks). Podstawiamy wyliczone wcze±niej x1 do

funkcji celu i otrzymujemy:

z(x) = −6(50− x2 − 3x4 − x5)− 5x2 − 3x3 − 7x4,

a st¡d

z(x) = −300+ x2 − 3x3 +11x4 +6x5.
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To samo równanie mo»emy otrzyma¢ w tablicy mno»¡c wiersz
pierwszego ograniczenia przez 6 i dodaj¡c do wiersza funkcji celu.
Ostatecznie otrzymujemy tablic¦:

T2 =

300 0 1 -3 11 6 0 0
50 1 1 0 3 1 0 0
50 0 -1 2 -5 -2 1 0
30 0 0 1 1 -1 0 1

Zauwa»my, »e tablica T2 reprezentuje ten sam program liniowy
co tablica T1. Dla przykªadu wektor x0 = [50,0,0,0,0,50,30]T

speªnia ograniczenia reprezentowany w tablicy T2 i z(x
0) = −300.

�atwo sprawdzi¢, »e wektor x0 speªnia równie» ograniczenia re-
prezentowane przez tablic¦ T1 i podstawienie x0 do funkcji celu
z tablicy T1 daje z(x0) = −300.
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OBRACANIE TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Ci¡g przeksztaªce« elementarnych wykonanych na tablicy T1 w celu

otrzymania tablicy T2 nazywamy obrotem tablicy sympleksowej.

Zasady wykonywania obrotu tablicy sympleksowej mo»emy wy-

punktowa¢ nast¦puj¡co:

1) Wybra¢ niezerowy element ahk w h-tym wierszu i k-tej kolum-

nie macierzy ogranicze« A - jest to tzw. element centralny tego

przeksztaªcenia (inaczej o± obrotu). Wiersz h b¦dziemy nazywa¢

wierszem obrotu, a kolumn¦ k - kolumn¡ obrotu.
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2) Pomno»y¢ wiersz obrotu (tj. wszystkie jego elementy) przez

staª¡
1

ahk
tak, aby otrzyma¢ 1 na osi obrotu.

3) Nast¦pnie wykonuj¡c operacje elementarne na wierszach (tj.

mno»enie wiersza obrotu przez staª¡ i dodawanie go do innego

wiesza), wyzerowa¢ wszystkie pozostaªe elementy w kolumnie

obrotu (ª¡cznie ze wspóªczynnikiem funkcji celu).
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POSTA� KANONICZNA PROGRAMU LINIOWEGO

I TABLICY SYMPLEKSOWEJ

Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad 2.

Niech dany b¦dzie program liniowy w postaci standardowej



−2x2 +7x3 +8→ min
2x2 − 4x3 + x4 = 4
x1 + x2 +5x3 = 6
−2x2 + x3 + x5 = 5
x1, x2, x3, x4, x5 > 0,
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wtedy stowarzyszona z nim tablica sympleksowa jest postaci:

-8 0 -2 7 0 0
4 0 2 -4 1 0
6 1 1 5 0 0
5 0 -2 1 0 1

Zauwa»my, »e dla takiej formy tablicy sympleksowej, jeste±my

w stanie bardzo ªatwo poda¢ jakie± rozwi¡zanie dopuszczalne.

Rzeczywi±cie przyjmuj¡c x2 = 0 i x3 = 0 z warunków ogranicza-

j¡cych wynika, »e x4 = 4, x1 = 6 i x5 = 5.
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Mamy zatem

x0 =


6
0
0
4
5

 i z(x0) = 8− 2x2 +7x3 = 8.

Wektor x0 jest dopuszczalny, poniewa» ma nieujemne wspóª-

rz¦dne i speªnia wszystkie warunki ograniczaj¡ce, co wynika z jego

konstrukcji.
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POSTA� KANONICZNA

T¡ specjaln¡ posta¢ powy»szej tablicy sympleksowej (jak i pro-
gramu liniowego), która pozwala w ªatwy sposób podawa¢ roz-
wi¡zanie dopuszczalne, nazywamy postaci¡ kanoniczn¡. Roz-
wa»my na nowo program liniowy w postaci standardowej

z = cTx+ d→ min
Ax = b
x > 0,

oraz reprezentuj¡c¡ go tablic¦ sympleksow¡:

−d cT

b A
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De�nicja 1.O programie liniowym w postaci standardowej

(i o jego tablicy sympleksowej) b¦dziemy mówili, »e jest w postaci

kanonicznej, je»eli:

i) wszystkie wyrazy wolne sa nieujemne, tzn. bi > 0,

gdzie i = 1, . . . ,m,

ii) macierz A zawiera m kolumn jednostkowych tworz¡cych ma-

cierz jednostkow¡ wymiaru m×m,

iii) wspóªczynniki funkcji celu odpowiadaj¡ce tym kolumnom jed-

nostkowym s¡ równe zero.
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Tablica sympleksowa (jak i program liniowy) z przykªadu 2 jest

w postaci kanonicznej, poniewa»

i) b1, b2, b3 s¡ nieujemne,

ii) kolumny czwarta, pierwsza i pi¡ta macierzy A tworz¡ macierz

jednostkow¡

I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,
iii) odpowiednie wspóªczynniki funkcji celu tzn. c4, c1 i c5 s¡

równe zero.
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Dla programu w postaci kanonicznej przyjmuje si¦ nast¦puj¡ce

de�nicje.

De�nicja 2. Zmienne decyzyjne odpowiadaj¡ce kolumnom two-

rz¡cym macierz jednostkow¡ w macierzy ogranicze« A, nazy-

wamy zmiennymi bazowymi, za± pozostaªe zmienne - zmiennymi

niebazowymi.

Uwaga 3.W tablicy sympleksowej z przykªadu 2, zmiennymi ba-

zowymi s¡: x1, x4 i x5 (tworz¡ one tzw. baz¦), za± zmiennymi

niebazowymi s¡: x2 i x3.

Uwaga 4.W zwi¡zku z pojawieniem si¦ tutaj poj¦cia bazy, posta¢

kanoniczna bywa nazywana postaci¡ bazow¡. Ma to miejsce

cz¦sto w literaturze polskiej.
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De�nicja 3.Rozwi¡zanie dopuszczalne otrzymane na skutek pod-
stawienia za zmienne niebazowe zera, a nast¦pnie u»ycia warun-
ków ograniczaj¡cych do wyznaczenia zmiennych bazowych, nazy-
wamy bazowym rozwi¡zaniem dopuszczalnym zwi¡zanym z dan¡
tablic¡ (programem) w postaci kanonicznej.

Podsumowuj¡c to co ju» zostaªo powiedziane: tablica symplek-
sowa z przykªadu 2 jest w postaci kanonicznej z bazowymi zmien-
nymi: x4, x1 i x5 i niebazowymi zmiennymi: x2 i x3, a wektor

x0 =


6
0
0
4
5


jest bazowym rozwi¡zaniem dopuszczalnym zwi¡zanym z t¡ ta-
blic¡.
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W przykªadzie 2, indeksy zmiennych bazowych to: 1, 4 i 5.

W pewnych sytuacjach wygodnie jest uporz¡dkowa¢ te indeksy,

co prowadzi do nast¦puj¡cego poj¦cia:

De�nicja 4. Ci¡giem bazowym indeksów zwi¡zanym z tablic¡

sympleksow¡ w postaci kanonicznej, nazywamy ci¡g indeksów

zmiennych bazowych, uporz¡dkowanych wedªug zasady: i-ty in-

deks w ci¡gu jest indeksem zmiennej bazowej odpowiadaj¡cej

i-tej kolumnie jednostkowej w macierzy ogranicze« A.

W naszym przykªadzie ci¡giem bazowym indeksów jest:

S = (4,1,5).
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Uwaga 5.Pewne tablice w postaci standardowej - te zwi¡zane ze

sprzecznymi programami liniowymi - nie mog¡ zosta¢ przeksztaª-

cone do postaci kanonicznej. Wkrótce poka»emy jak za pomoc¡

ci¡gu obrotów otrzyma¢ z tablicy w postaci standardowej albo

posta¢ kanoniczn¡ albo jedn¡ z dwóch postaci sprzecznych.

Uwaga 6.Program liniowy w postaci kanonicznej jest niesprzeczny,

poniewa» zawsze posiada co najmniej jedno rozwi¡zanie dopusz-

czalne - mianowicie bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne zwi¡zane

z t¡ wªa±nie postaci¡ kanoniczn¡.
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SZUKANIE LEPSZEGO ROZWI�ZANIA

Dla programu liniowego z przykªadu 2, znale¹li±my bazowe roz-
wi¡zanie dopuszczalne x0 daj¡ce warto±¢ funkcji celu: z(x0) = 8.
Naszym celem (tzn. celem optymalizacji) jest zmniejszenie tej
warto±ci, tzn. znalezienie innego bazowego rozwi¡zania dopusz-
czalnego daj¡cego mniejsz¡ warto±¢

Funkcja celu dana jest wzorem:

z(x) = 8− 2x2 +7x3 dla x ∈ [x1, x2, x3, x4, x5]
T .

Przy zmiennej niebazowej x2 wyst¦puje ujemny wspóªczynnik,
wi¦c wydaje si¦, »e podstawiaj¡c za x2 jak¡± dodatni¡ warto±¢,
zamiast zera, jak to miaªo miejsce w x0, otrzymamy nowe roz-
wi¡zanie dopuszczalne daj¡ce mniejsz¡ warto±¢ funkcji celu.
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Przyjmujemy wi¦c za zmienne niebazowe:

x2 = t > 0, x3 = 0.

Podstawiaj¡c te warto±ci do warunków ograniczaj¡cych naszego

programu, mo»emy wyliczy¢, »e

x1 = 6− t, x4 = 4− 2t, x5 = 5+ 2t.

Daje to wektor:

x(t) =


6− t
t
0

4− 2t
5+ 2t

 i warto±¢ z (x(t)) = 8− 2t.
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Chcemy przyj¡¢ t mo»liwie najwi¦ksze, aby uzyska¢ jak najwi¦k-

sze zmniejszenie warto±ci funkcji celu.

Na podstawie swojej konstrukcji x(t) speªnia wszystkie warunki

ograniczaj¡ce, wi¦c jest rozwi¡zaniem dopuszczalnym o ile po-

zostanie nieujemne. A to b¦dzie miaªo miejsce pod warunkiem,

»e

6− t > 0, 4− 2t > 0, 5+ 2t > 0.

Rozwi¡zuj¡c te nierówno±ci otrzymujemy:

t 6 6, t 6 2, t > −
5

2
,

zatem najwi¦ksza dopuszczalna warto±¢ t (a tym samym x2), to

t = 2.
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Daje to nowy wektor dopuszczalny:

x̂ =


4
2
0
0
9

 i warto±¢ z (x̂) = 4.

Powstaje pytanie: �Czy x̂ jest bazowym rozwi¡zaniem dopusz-
czalnym, zwi¡zanym z jak¡± tablic¡ sympleksow¡ w postaci ka-
nonicznej naszego programu liniowego?�

Okazuje si¦, »e tak! �eby si¦ o tym przekona¢ nale»y dokona¢
odpowiedniego obrotu wyj±ciowej tablicy sympleksowej. W efek-
cie tego obrotu zmienna x2 powinna sta¢ si¦ zmienn¡ bazow¡, a
odpowiadaj¡ca jej warto±¢ w kolumnie wyrazów wolnych powinna
wynosi¢ 2.
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Obrotem speªniaj¡cym nasze oczekiwania b¦dzie obrót wyj±cio-
wej tablicy sympleksowej wokóª podkre±lonego elementu:

-8 0 -2 7 0 0
4 0 2 -4 1 0
6 1 1 5 0 0
5 0 -2 1 0 1

Po wykonaniu obrotu otrzymujemy tablic¦:

-4 0 0 3 1 0
2 0 1 -2 1

2 0
4 1 0 7 -12 0
9 0 0 -3 1 1

Powy»sza tablica jest w postaci kanonicznej, z ci¡giem bazowym
(2,1,5) i bazowym rozwi¡zaniem dopuszczalnym x̂.
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Pokazali±my, »e wykonana wy»ej analiza parametryczna, gdzie

przyj¦li±my x2 = t w celu wyznaczenia wektora x̂, mo»e zosta¢

zast¡piona obrotem tablicy sympleksowej wokóª odpowiednio do-

branej osi obrotu (odpowiedniego elementu).

Przyjrzyjmy si¦ procesowi wyboru osi obrotu. Na pocz¡tku dla

t > 0 mieli±my

x(t) =


6− t
t
0

4− 2t
5+ 2t

 > 0 ⇐⇒ t 6 min
{
6

1
,
4

2

}
.

Wyznaczaj¡c powy»sze minimum, trzeciej nierówno±ci, tzn.

5+2t > 0 nie bierzemy tu pod uwag¦, gdy» byªa zawsze speªniona

dla ka»dego t > 0.
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Zauwa»my, »e to górne ograniczenie na t mo»emy równie» wy-

znaczy¢ analizuj¡c wyª¡cznie tablic¦ sympleksow¡, jako minimum

ilorazów postaci:

bi
aik

dla tych wierszy i w których jest aik > 0 i w kolumnie k w której

wspóªczynnik funkcji celu ck < 0.
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De�nicja 5.Dla ustalonej kolumny obrotu k danej tablicy sym-

pleksowej wiersz h taki, »e iloraz

bh
ahk

= min

{
bi
aik

: dla wierszy i, w których aik > 0

}
nazywamy wierszem o minimalnym ilorazie zwi¡zanym z kolumn¡ k.

Podsumowuj¡c, wiersz obrotu jaki wybieramy, aby otrzyma¢ now¡

tablic¦ sympleksow¡, jest dokªadnie wierszem o minimalnym ilo-

razie.

Uwaga 7.Mo»e by¢ wi¦cej ni» jeden taki wiersz. Mo»e równie»

nie by¢ »adnego, je±li aik 6 0 dla ka»dego i, tzn. wszystkie wyrazy

aik w tej kolumnie s¡ niedodatnie.
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ZASADA SYMPLEKS WYBORU OSI OBROTU

Zasad¡ sympleks nazywamy sposób wyboru elementu tablicy sym-

pleksowej, tzw. osi obrotu, wzgl¦dem którego dokonamy prze-

ksztaªcenia tej tablicy. Maj¡c wybran¡ kolumn¦ obrotu k i wy-

brany wiersz obrotu h, mo»emy ustali¢ o± obrotu jako ahk.

Dokonuj¡c obrotu tablicy sympleksowej w postaci kanonicznej

wzgl¦dem tak wybranej osi obrotu, otrzymamy nowa tablic¦ w po-

staci kanonicznej, z bazowym rozwi¡zaniem dopuszczalnym, dla

której warto±¢ funkcji celu b¦dzie mniejsza (b¡d¹ równa, gdy

bh = 0) od poprzedniej warto±ci.
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Uwaga 8.Zastosowanie zasady sympleks pozwala rozwi¡za¢ wi¦k-

szo±¢ programów liniowych w postaci kanonicznej.

Uwaga 9. Nawet je±li ck > 0, to dokonuj¡c obrotu tablicy w po-

staci kanonicznej wzgl¦dem kolumny k i wiersza o minimalnym

ilorazie zwi¡zanego z kolumna k, otrzymamy tablic¦ w postaci

kanonicznej. Ma to miejsce z uwagi na fakt, »e taki obrót za-

chowuje bi > 0 dla ka»dego i.
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