Badanie funkcji

Wyk+tad
e Ekstrema funkcji
e Funkcje wypukte i wkleste

e Punkty przegiecia wykresu



Definicja 1. (minimum lokalne)
Funkcja f ma w punkcie zqg € Df minimum lokalne, jezeli

35>0V2e(2g—6,20+5) f(x) > f(Z0).

Definicja 2. (maksimum lokalne)
Funkcja f ma w punkcie zqg € Df maksimum lokalne, jezeli

35>0Y2e(zg—6,0046) F(2) < f(z0).

Rysunek 1. Minimum i maksimum lokalne.



Twierdzenie 1. (Fermata®, warunek konieczny istnienia ekstre-
mum)
Jezeli funkcja rozniczkowalna f ma ekstremum lokalne w punkcie
xg, to

f'(z0) = 0.

Uwaga 1.Implikacja odwrotna jest fatszywa. Swiadczy o tym
przyktad funkcji f(z) = z3, ktéra spetnia w punkcie zg = 0 wa-
runek f'(zg) = 0, ale nie ma tam ekstremum lokalnego.

*Pierre de Fermat (1601-1665) - matematyk francuski.



Twierdzenie 2. (I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f spetnia warunki:

1. f'(xz0) =0;

2. pochodna f'(x) przy przejsciu zmiennej x przez punkt xq,
zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny),
to funkcja f osiaga minimum (maksimum) lokalne w punkcie x.

Rysunek 2. Minimum i maksimum lokalne.



Cwiczenie 1. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funk-
Cji:

a) f(z) =23 — 322 + 4;

b) g(x) =e* + e 7,
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Twierdzenie 3. (1II warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f spetnia warunki:

1. f'(xz9) =0,

2. f"(x0) >0 (f"(xq) <0),

to funkcja f ma w punkcie xg minimum (maksimum) lokalne.

Cwiczenie 2. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funk-
Cji:

a) f(z) =sin3z + cos3 z;

b) g(x) = (x — 5)e”.



Definicja 3. (minimum i maksimum globalne)

Mowimy, ze funkcja f okreSlona na zbiorze A C Dy 0sigga w
punkcie xg minimum (maksimum) globalne, jezeli osigga w tym
punkcie wartoS€ najmniejsza (najwiekszg) sposrod wszystkich
swoich wartosci.

Rysunek 3. Ekstrema globalne funkcji.



Cwiczenie 3. Znalez¢ ekstrema globalne funkcji na podanych
przedziatach:

a) f(z) = 3z% —8x3—1822, [-1,2];

b) g(z) = z3Inz3, [%,2],’

c) h(x) = 2sinxz + cos2x, [0,2n].



Cwiczenie 4. Tekst w ksigzce zajmuje na kazdej stronie powie-
rzchnie 200 e¢m?2, marginesy z lewej i z prawej strony sa rowne
1 em, a marginesy z dotu i gory sa rowne 2 ecm. Zaprojektowac
wymiary kartek w tej ksigzce tak, aby zuzy¢€ jak najmniej papieru.

Cwiczenie 5. W potkole o promieniu R wpisaé prostokat o naj-
wiekszym polu. Podstawa prostokagta ma lezeC na srednicy pot-
Kola.



Cwiczenie 6. Znalez¢ wymiary puszki do konserw w ksztatcie
walca o objetosci V.= 2507w e¢m3, do sporzadzenia ktorej zuzyje
sie najmniej blachy.

Cwiczenie 7. Pies i jego wtasciciel stojg po przeciwlegtych stro-
nach okragtego basenu o promieniu R = 10 m. Pies biega z
predkoscig v, = 5 % i ptywa z predkoscig vp = 1 % Jak po-
winien poruszacC sie pies, aby najszybciej dotrzeC do wtasciciela?
(Przypomnijmy, ze dtugosc¢ cieciwy dla kata srodkowego o wy-
raza sie wzorem: d = 2R sin %a, natomiast dtugosc¢ tuku dla kata

srodkowego (B jest postaci: | = BR.)



Definicja 4. (funkcja wypukta)
Funkcja jest wypukta na przedziale (a,b), jezeli

Va<zi<zo<bVo<r<l J(Az1+ (1 = N)zo) < Af(z1) + (1 = A) f(=2).

Uwaga 2. WypuktoSC oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu
lezy wyzej lub pokrywa sie z fragmentem wykresu pofozonym
miedzy punktami, przez ktdre przechodzi sieczna.

Rysunek 4. Funkcja wypukta.
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Definicja 5. (funkcja wklesta)
Funkcja jest wklesta na przedziale (a,b), jezeli

Va<zi<zo<bVo<r<l J(Az1+ (1 =N)z2) > Af(z1) + (1 = A) f(=2).
Uwaga 3. WKklestoSC oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu

lezy nizej lub pokrywa sie z fragmentem wykresu potozonym mie-
dzy punktami, przez ktdore przechodzi sieczna.

Rysunek 5. Funkcja wklesta.
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Twierdzenie 4. (warunek wystarczajgcy wypuktosci i wklestosci)

1. Jezeli f"(x) > 0 dla kazdego = € (a,b), to funkcja f jest
wypukta na (a,b).

2. Jezeli f"(x) < 0 dla kazdego = € (a,b), to funkcja f jest
wklesta na (a,b).
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Cwiczenie 8. Okresli¢c przedziaty wypuktosci i wklestosci poda-
nych funkcji:

a) f(z) =e %,

b) g(z) = z4;

c) h(x) = sinx;

d) s(x) = arctanx.
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Definicja 6. (punkt przegiecia wykresu funkcji)

Niech funkcja f bedzie rdzniczkowalna w punkcie xg. Punkt
(zo, f(xg)) nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f, je-
zeli istnieje liczba 6 > 0 taka, ze funkcja f jest wypukta na
(xg — 6,20) i wklesta na (xg,zg + 6) lub odwrotnie.

Uwaga 4. Punkt wykresu jest punktem przegiecia, jezeli funkcja
ma w tym punkcie styczng i zmienia w nim rodzaj wypukto-
Sci. Wykres funkcji przechodzi wtedy z jednej strony stycznej na
drugaq.

Rysunek 6. Punkt przegiecia funkcji.
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Twierdzenie 5. (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)
Jezeli funkcja rozniczkowalna f ma w punkcie xq punkt przegie-
cia, to

f(z0) = 0.
Twierdzenie 6. (warunek wystarczajacy istnienia punktu prze-
giecia)
Jezeli funkcja f spetnia warunkKi:
1. f’(zq) =0,

2. pochodna f"(x) przy przejsciu zmiennej x przez punkt xq,
zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny),
to wykres funkcji f ma punkt przegiecia w punkcie xg.
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Cwiczenie 9. Znalez¢ punkty przegiecia podanych funkcji:
3) f(z) = 402 +

b) g(x) = 57, "

c) h(z) = z?Inz;

d) s(z) = V1 — 3.
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