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Definicja 1. (cigg liczbowy)

Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje odwzorowujgacg zbior liczb
naturalnych w zbior liczb rzeczywistych. WartoSC tej funkcji dla
liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciggu i oznaczamy
przez przez an, bn, itp. Ciggi o takich wyrazach oznaczamy
odpowiednio przez (an), (bn),itp.

Uwaga 1. Ciggi bedziemy przedstawiali na ptaszczyznie jako zbior
punktow o wspoétrzednych (n,apn), gdzie n € N. Obrazowo: ciag
mozna traktowac jako zbidér ponumerowanych liczb rzeczywistych
ustawionych wedtug rosngcych numerow.

Rysunek 1. Cigg (an).



Przyktad 1. Ciggi liczbowe mozemy okreslic:
1. wzorem:

a) an:2n;
1

b) b, = ;

) bn sinn

C)en=14+24+34+---+n,

2. rekurencyjnie (tzn. kazdy wyraz ciggu wyraza sie przez
poprzednie):

a) a; = T,anp41 = an + 3 - Ciag arytmetyczny,

b) by = 1,b,41 = 2bn - Cigg geometryczny,

C)c1 =2,cp41 =cCrcp- - Cn;

3. opisowo

a) an - n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym

liczby =,

b) bp, - n-ta liczba pierwsza.



Definicja 2. (granica wtasciwa ciagu)
Ciag (an) jest zbiezny do granicy wtasciwej a € R, co zapisujemy

Hm a, = a
n—oo ’

wtedy i tylko wtedy, gdy

\V/€>OE|nO\v/n>no |aﬂn - a| < E.

Uwaga 2. Cigg jest zbiezny do granicy a, gdy jego dostatecznie
dalekie wyrazy lezg dowolnie blisko punktu a.

Rysunek 2. Granica wtasciwa ciagu.



Definicja 3. (granica niewtasciwa ciggu)
Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej oo, Co zapisujemy

lim an = oo,
wtedy i tylko wtedy, gdy

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej —oco, CO zapisujemy
n||_>moo an — —0OQ,

wtedy i tylko wtedy, gdy



Uwaga 3. Ciag jest zbiezny do granicy oo, gdy dostatecznie dale-
kie wyrazy tego ciggu sg wieksze od dowolnie duzej liczby. Ciag
jest zbiezny do granicy —oo, gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego
Ciggu s3 mniejsze od dowolnie matej liczby.

Rysunek 3. Granica niewtasciwa oo.
Rysunek 4. Granica niewtasciwa —oo.

Uwaga 4. Ciggi, ktore nie maja granicy wtasciwej ani niewtasci-
wej, nazywamy ciggami rozbieznymi. Przyktadami takich ciggow
sa: an = (—1)", by = sin 712—77 W niektorych podrecznikach ciagi
zbiezne do oo lub —oo nazywa sie ciggami rozbieznymi do oo lub

— Q.



Przyktad 2. Przyktady ciggow posiadajacych granice:
a) I|m E_O gdzie a € R;

Xn
b) | mﬁ—oo gdzie a € R;
N5 00 a
C) _)m YVa =1, gdzie a € R;
d) m Yn=1;

— 00

e) _)m p" =0, gdziepe R i|p| < 1.



Twierdzenie 1. (o jednoznacznoSci granicy ciggu)
Kazdy ciag zbiezny ma doktadnie jedna granice.

Twierdzenie 2. (0 niezaleznosSci granicy od poczatkowych
wyrazow ciggu)

Granica ciggu zbieznego do granicy wtasciwej lub niewtasciwej nie
zalezy od wartosci skonczenie wielu jego poczatkowych wyrazow.



Twierdzenie 3. (o arytmetyce granic ciggdw)
Jezeli ciagi (an) i (by) sg zbiezne do granic wtasciwych, to

1. nl?_)moo(an—l—bn) = Jim_an+ lim_ b,
2 nI!—>moo(an_bn) :n“f>mooan_n|l—>mgobn’
3. nl|_>moo(c ‘ap) = C- nl|_>moo an, gdzie c € R,
4 n||—>moo(an . bn) — (n“—>moo an) . (n“—>moo bn> ’
an lim an
5=
6. Iim (an)’ = ( lim an)’, gdzie p € 7\ {0},

7. lim {an = \/~c/nli_>moo an, gdzie k € N\ {1}.



Z pracy egzaminacyjnej:
,Dla dowolnych ciagéw (xn),(yn) zachodzi rownosé

lim (xq, - = |lim x lim
n—>oo( n ’yn) n— 00 n+n—>ooyn’

gdyz logarytm iloczynu rowna sie sumie logarytmow'.

8-1



Cwiczenie 1. Obliczy¢ podane granice ciagow:

2—377,3
a) lim
N— 00 n3 +1

b) n||_>moo <\/n2—|-n—n),'
14+24---4n

c) lim ;

_> \/9n4+ 1
5
on _
9 i, <3n+2> "
o | (n+1) {/8n3 + L

n—)oo n /nQ_I_ 1

(n+1)!—n!
n—>oo (n_|_ ]_)I _|_nl

’

f) |




Twierdzenie 4. (o trzech ciggach)

Jezeli ciagi (an), (brn), (cn) Spetniajg warunki:

1. anp < by < cp dla kazdego n > ng,
2. nl|_>moo an = nl|_>moo cn = b,
to
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Twierdzenie o policjantach i pijaku.

Dwaj policjanci prowadza miedzy sobg pijaka. Jezeli policjanci
idg do izby wytrzezwien, to trafi tam takze pijak.

10-1



Cwiczenie 2. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach, obli-
czyC podane granice:
a) nl|_>moo ;/2” —|—.3” + 57,
Sin
b) lim 2t nsinn.
n—00 2 +1
1 2 3
c) lim d——l——z—l-—;
n n n

n—o0

d) lim "tYn3 4 n2 41,

n—oo
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Twierdzenie 5. (okreSlenie liczby e)

1 mn

Cigg e, = <1 —+ —) Jjest zbiezny. Granice tego ciggu oznaczamy
n

przez e, mamy zatem:

e .= |lim (1 —I—%)n

n—oo

Uwaga 5. Liczba e z doktadnosScig do 10 cyfr po przecinku jest
rowna

2,7182818285.

Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym
| 0znaczamy przez In, mamy zatem: Inxz := 109, x.

Znane s3 nastepujace, tatwe do zapamietania, przyblizenia wy-
mierne liczby e:

378 335583
e —— e~ :
323’ 123456
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Twierdzenie 6. (o0 ciggach z granica e)
Jezeli ciag (an) 0 wyraz dodatnich jest zbiezny do granicy niewtasci-

wej oo, to
1\ %n
lim (1 + —) = e.

n—oo an

Jezeli ciag (an) 0 wyraz dodatnich jest zbiezny do granicy niewtasci-

wej oo, to
, 1\ %n 1
lim (1 — —) = —.

Uwaga 6. Powyzsze twierdzenia pozostaja prawdziwe takze
wtedy, gdy ciag (an) 0 wyrazach ujemnych jest zbiezny do granicy
niewtasciwe] —oo.
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Cwiczenie 3. Obliczy¢ podane granice ciaggow:
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Twierdzenie 7. (o dwoch ciggach)
Jezeli ciagi (an), (bn) spetniaja warunki:

1. an < by dla kazdego n > ng,
2. Ilim a, = oo,
n—oo

to

lim by = oo.
n— 00

Cwiczenie 4. Korzystajac z twierdzenia o dwoch ciggach, obli-
czyC granice:
: n L ny -
a) nl|_>moo [4" 4+ (—1)"],
b) nl|_>moo [(2 cosn —5)n }
c) lim [2™ 4 sinn].

n—oo
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Twierdzenie 8. (o0 granicach niewtasciwych ciggdéw)

a+oo=oo a- o0 = o0

a __

OO—o d/ao+ <a<l|a®=ocodlaa>1
b—0dlab<O oo =00 dlab>0

Uwaga 7. Robwnosci podane w tabelce s3 symbohczna forma za-
pisu odpowiednich twierdzen. Np. rownosc O—+ = 00, jest skro-

cong postacia twierdzenia:
Jezeli ciagi (an), (bn) spetniaja warunki:

1. Iim ap, =a, 2. nli_}moobn_ 0, gdzie b, > 0 dla kazdego n € N,

n—oo

to

lim — = oo.
n—oo bn e



Cwiczenie 5. Obliczy¢ podane granice ciggow:
. 2n—(n+41)!
a) lim ;
n—00 n-+1

2 n—n?
b) lim (2” +1> ,-

n— 00 3n2‘F1
C) nli_)moo(\/n—l—l% —/n);
2 .5
d) n|gmw2ﬁin3” |
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Definicja 4. (wyrazenia nieoznaczone)
Symbole:

0
00 —o00 | 000 | = | 2|10 0
0l oo

OO

nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi. Ich wartosci zalezg od
postaci ciggow je tworzgacych.
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Przyktad 3. Wezmy ciagi (zn) i (yn) Spetniajace warunki:
X

nl|_>moo Ty = OO, nl|_>moo yn = oco. Wtedy granica nl|_>mooy—n

przyjmuje rozne wartosci albo nie istnigje.
_ 2 _ S T _
a) Dla x, = n“ oraz yp, = n mamy nl|_>moo o nl|_>moon = 0.
. Ln .
b) Dla xp, = a-n, (a>0) orazy, =n mamynll_>mooy—n = nl|_>mooa = a.
_ — 2 im T — im L=
c) Dla ©, = n oraz y, = n< mamy im o n||—>oon = 0.
d) Dla xp, = (24 (—=1)")n oraz yp, = n
mamy lim == = lim (2 + (=1)") - nie istnieje.

n—oo Un n—oo
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