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Wst¦p

Celem tego wykªadu jest przedstawienie metod numerycznego

rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du z warun-

kiem pocz¡tkowym. Taki ukªad - równanie i warunek - nazywamy

zagadnieniem pocz¡tkowym.

Typowe zagadnienie pocz¡tkowe jest opisane równaniami

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego polega na znalezieniu

funkcji y zmiennej x, która speªnia oba równania. W przypadku,

gdy nie umiemy znale¹¢ wzoru takiej funkcji, musimy stosowa¢

metody numeryczne.
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Istnienie

Nie ka»de zagadnienie pocz¡tkowe ma rozwi¡zanie. �eby ono

istniaªo, trzeba co± zaªo»y¢ o funkcji f .

Twierdzenie 1. Je±li dla pewnych α, β > 0 funkcja f jest ci¡gªa

w prostok¡cie

R := {(x, y) : |x− x0| 6 α, |y − y0| 6 β},

to zagadnienie pocz¡tkowe ma rozwi¡zanie y(x) dla

|x− x0| 6 min
{
α,

β

M

}
,

gdzie M := maxR |f(x, y)|.
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Przykªad 1. Sprawdzi¢, gdzie istnieje rozwi¡zanie zagadnienia

pocz¡tkowego

y′ = (x+ sin y)2, y(0) = 3.

Rozwi¡zanie. Funkcja f(x, y) = (x+ sin y)2 jest ci¡gªa na caªej

pªaszczy¹nie R2, czyli α i β w de�nicji prostok¡ta R mog¡ by¢

dowolne. Staªa M nie przewy»sza (α + 1)2. Je±li przyjmiemy

β := α(α+ 1)2, to mamy β
M = α i wtedy min{α, βM} = α, wi¦c

rozwi¡zanie istnieje na caªej prostej rzeczywistej.
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Jednoznaczno±¢

Je»eli nawet funkcja f jest ci¡gªa, to zagadnienie pocz¡tkowe
mo»e mie¢ wiele rozwi¡za«. Dla przykªadu we¹my

y′ = y
2
3, y(0) = 0.

Rozwi¡zaniem jest funkcja y = 0, ale te» funkcja y = x3

27. Aby
mie¢ pewno±¢ jednoznaczno±ci rozwi¡zania, trzeba zaªo»y¢ co±
wi¦cej o funkcji f .

Twierdzenie 2. Je±li funkcje f i
∂f
∂y s¡ ci¡gªe w prostok¡cie

R := {(x, y) : |x− x0| 6 α, |y − y0| 6 β},
to dla

|x− x0| < min
{
α,

β

M

}
,

gdzie M := maxR |f(x, y)|, zagadnienie pocz¡tkowe ma jedno-

znaczne rozwi¡zanie.
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Zastosowanie wzoru Taylora

Rozwi¡zuj¡c numerycznie równanie ró»niczkowe z warunkiem po-

cz¡tkowym, dostajemy tablic¦ przybli»e« yi dokªadnego rozwi¡-

zania y w punktach ti. Gdy jest taka potrzeba, to za pomoc¡

tych warto±ci mo»emy zbudowa¢ funkcj¦ przybli»aj¡c¡ rozwi¡za-

nie dokªadne, np. stosuj¡c interpolacj¦.

Jedn¡ z metod pozwalaj¡cych wygenerowa¢ wspomnian¡ tablic¦

przybli»e« jest metoda oparta na wzorze Taylora (wykªad 2, str.

4). W zale»no±ci od tego ile skªadników pozostawiamy we wzo-

rze, dostajemy metod¦ okre±lonego rz¦du.
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Przykªadowo zastosowanie wzoru, dla ustalonego kroku h

y(x+ h) ≈ y(x) +
h

1!
y′(x) +

h2

2!
y′′(x) +

h3

3!
y′′′(x) +

h4

4!
y(4)(x),

w którym pozostawiono pochodne do czwartej wª¡cznie, prowa-

dzi do metody Taylora czwartego rz¦du. Metoda ta polega na

tym, »e znaj¡c warto±¢ y(x) dokªadn¡ lub przybli»on¡ w punkcie

x (na pocz¡tku przyjmujemy x = x0), obliczamy z powy»szego

wzoru warto±¢ w punkcie x+ h, tzn. y(x+ h). Stosuj¡c metod¦

Taylora musimy mie¢ pewno±¢, ze wszystkie potrzebne pochodne

istniej¡.
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�wiczenie 1. Stosuj¡c metod¦ Taylora czwartego rz¦du, rozwi¡-

za¢ zagadnienie pocz¡tkowe

y′(x) = cos(x)− sin(x) + x2, y(−1) = 3

w przedziale [−1,1] z krokiem h = 0.05.
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Uwaga 1.Do zalet tej metody nale»y zaliczy¢ jej prostot¦ i mo»-

liwo±¢ osi¡gni¦cia wysokiej dokªadno±ci. Je»eli pochodne wyso-

kiego rz¦du daj¡ si¦ ªatwo wyliczy¢, mo»emy stosowa¢ metod¦

wysokiego rz¦du, tym samym wydªu»aj¡c krok, bez straty do-

kªadno±ci.

Wad¡ tej metody jest to, »e odpowiednie pochodne musz¡ istnie¢

w obszarze przez który przechodzi rozwi¡zanie i »e trzeba je

wyliczy¢.
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Metoda Eulera

Metoda Taylora rz¦du pierwszego opiera si¦ na wzorze

y(x+ h) ≈ y(x) +
h

1!
y′(x).

Rozwi¡zuj¡c równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du mamy

y′ = f(x, y),

co wstawione do do wzoru Taylora daje metod¦ Eulera

y(x+ h) ≈ y(x) + hf(x, y).

Oczywist¡ zalet¡ jest to, »e nie trzeba ró»niczkowa¢ funkcji f .

Pªacimy za to konieczno±ci¡ wyboru bardzo maªego kroku h.
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�wiczenie 2. Stosuj¡c metod¦ Eulera, rozwi¡za¢ zagadnienie

pocz¡tkowe

y′+4y = 1, y(0) = 1

w przedziale [0,2] z krokiem h = 0.01.

�wiczenie 3. Stosuj¡c metod¦ Eulera, rozwi¡za¢ zagadnienie

pocz¡tkowe

y′ = −y ln y, y(0) = 3

w przedziale [0,1] z krokiem h = 0.005.
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Metody Rungego-Kutty

Opisana jako pierwsza metoda Taylora wymaga obliczania wielu

pochodnych w zale»no±ci od rz¦du metody. Metody Rungego-

Kutty nie maj¡ tej wady. Zamiast tych pochodnych trzeba tu

obliczy¢ ró»ne kombinacje warto±ci funkcji f .

Metoda Rungego-Kutty rz¦du drugiego okre±lona jest wzorem

y(x+ h) ≈ y(x) +
1

2
(F1 + F2),

gdzie

F1 : = hf(x, y),

F2 : = hf(x+ h, y+ F1).
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Metoda Rungego-Kutty rz¦du czwartego polega na zastosowaniu

wzoru:

y(x+ h) ≈ y(x) +
1

6
(F1 +2F2 +2F3 + F4),

gdzie

F1 : = hf(x, y),

F2 : = hf(x+
1

2
h, y+

1

2
F1),

F3 : = hf(x+
1

2
h, y+

1

2
F2),

F4 : = hf(x+ h, y+ F3).
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�wiczenie 4. Stosuj¡c metod¦ Rungego-Kutty drugiego rz¦du,

rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe

y′ = −y ln y, y(0) =
1

2

w przedziale [0,1] z krokiem h = 0.02.

�wiczenie 5. Stosuj¡c metod¦ Rungego-Kutty czwartego rz¦du,

rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe

y′ =
xy − y2

x2
, y(1) = 2

w przedziale [1,3] z krokiem h = 1
128.
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