Numeryczne rozwigzywahnie rownan

rozniczkowych zwyczajnych

Wyktad 7
Istnienie i jednoznacznosSC rozwigzania
Zastosowanie wzoru Taylora
Metoda Eulera

Metody Rungego-Kutty



Wstep

Celem tego wykfadu jest przedstawienie metod numerycznego
rozwigzywania rownan rozniczkowych pierwszego rzedu z warun-
kiem poczatkowym. Taki uktad - rownanie i warunek - nazywamy
zagadnieniem poczgtkowym.

Typowe zagadnienie poczatkowe jest opisane rownaniami

y = f(z,y), y(zo) = yo.

Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego polega na znalezieniu
funkcji y zmiennej x, ktora spetnia oba rownania. W przypadku,
gdy nie umiemy znalezC wzoru takiej funkcji, musimy stosowac
metody numeryczne.



Istnienie
Nie kazde zagadnienie poczatkowe ma rozwigzanie. Zeby ono
istniato, trzeba cosS zatozyC o funkcji f.

Twierdzenie 1. Jéesli dla pewnych o, 3 > 0 funkcja f jest ciggta
w prostokacie

R :={(xz,y) : |x — zo| < a, |y — yo| < B},

to zagadnienie poczatkowe ma rozwigzanie y(x) dla
|z — xzg| < Min {a, ﬁ},
M

gdzie M := maxg |f(x,y)|.



Przyktad 1. Sprawdzi¢, gdzie istnieje rozwigzanie zagadnienia
poczgtkowego

y' = (z +siny)?, y(0) = 3.

Rozwiazanie. Funkcja f(z,y) = (z + siny)? jest ciagta na catej
ptaszczyznie R?, czyli a i 8 w definicji prostokata R moga by¢
dowolne. Stata M nie przewyzsza (a 4+ 1)2. Jesli przyjmiemy
B = a(a+ 1)2, to mamy {; = a i wtedy min{a,%} — «, wiec
rozwigzanie istnieje na catej prostej rzeczywistej.



Jednoznacznosc¢

Jezeli nawet funkcja f jest ciggta, to zagadnienie poczatkowe
moze mieC wiele rozwigzan. Dla przyktadu wezmy

/ 2
y =y3, y(0)=0.
. . . . . . 3
Rozwigzaniem jest funkcja y = 0, ale tez funkcja y = 5—7 Aby
mieC pewnoSC jednoznacznoSci rozwigzania, trzeba zatozyC cos

wiecej o funkcji f.
Twierdzenie 2. Jesli funkcje f i 2—5 sg ciggte w prostokacie

R:={(z,y) : |r —xo| < o, |y — yo| < B},

|z — xg| < Min {oz, ﬁ},
M

gdzie M := maxg|f(x,y)|, zagadnienie poczatkowe ma jedno-
znaczne rozwigzanie.

to dla



Zastosowanie wzoru Taylora

Rozwigzujac numerycznie rownanie rozniczkowe z warunkiem po-
czatkowym, dostajemy tablice przyblizen y, doktadnego rozwig-
zania y w punktach t;. Gdy jest taka potrzeba, to za pomoca
tych wartosSci mozemy zbudowacC funkcje przyblizajgagca rozwigza-
nie doktadne, np. stosujac interpolacje.

Jednga z metod pozwalajagcych wygenerowaC wspomniang tablice
przyblizen jest metoda oparta na wzorze Taylora (wyktad 2, str.
4). W zaleznosci od tego ile sktadnikow pozostawiamy we wzo-
rze, dostajemy metode okreSlonego rzedu.



Przyktadowo zastosowanie wzoru, dla ustalonego kroku h

2 3
Yo+ h) ~ y(@) + 1y (@) oy @) + h—y’"< ) + —y<4>< )

w ktorym pozostawiono pochodne do czwartej wtacznie, prowa-
dzi do metody Taylora czwartego rzedu. Metoda ta polega na
tym, ze znajac wartosS¢ y(x) doktadng lub przyblizong w punkcie
x (na poczatku przyjmujemy x = xzg), obliczamy z powyzszego
wzoru wartoS¢ w punkcie x + h, tzn. y(xz + h). Stosujac metode
Taylora musimy mieC pewnosSC, ze wszystkie potrzebne pochodne
istniejq.



Cwiczenie 1. Stosujac metode Taylora czwartego rzedu, rozwiag-
zaC zagadnienie poczatkowe

' (z) = cos(z) —sin(z) + 22, y(—=1) =3

w przedziale [—1,1] z krokiem h = 0.05.



Uwaga 1. Do zalet tej metody nalezy zaliczyC jej prostote i moz-
liwoSC osiggniecia wysokiej doktadnosci. Jezeli pochodne wyso-
kiego rzedu dajg sie tatwo wyliczyC, mozemy stosowal metode
wysokiego rzedu, tym samym wyd{uzajac krok, bez straty do-
ktadnosci.

Wada tej metody jest to, ze odpowiednie pochodne muszg istnieC
W Obszarze przez ktory przechodzi rozwigzanie i ze trzeba je
wyliczyC.



Metoda Eulera

Metoda Taylora rzedu pierwszego opiera sie na wzorze

h
y(z 4+ h) = y(z) + ;?/(37)-
Rozwigzujac rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu mamy

y = f(z,y),

co wstawione do do wzoru Taylora daje metode Eulera

y(xz + h) = y(z) + hf(z,y).

Oczywistg zaletg jest to, ze nie trzeba rdézniczkowaC funkcji f.
Ptacimy za to koniecznosScig wyboru bardzo matego kroku h.



Cwiczenie 2. Stosujgc metode Eulera, rozwigzaé zagadnienie
poczgtkowe

y +4y=1, y(0)=1
w przedziale [0,2] z krokiem h = 0.01.

Cwiczenie 3. Stosujgc metode Eulera, rozwigzaé zagadnienie
poczgtkowe

y = —ylny, y(0) =3

w przedziale [0,1] z krokiem h = 0.005.
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Metody Rungego-Kutty

Opisana jako pierwsza metoda Taylora wymaga obliczania wielu
pochodnych w zaleznosSci od rzedu metody. Metody Rungego-
Kutty nie maja tej wady. Zamiast tych pochodnych trzeba tu
obliczyC r6zne kombinacje wartosci funkcji f.

Metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego okreSlona jest wzorem
1
y(x + h) = y(x) + E(Fl + F>),
gdzie

F1 = hf(z,y),
Fy:=hf(x+h,y+ F1).
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego polega na zastosowaniu
WZOru:

1
y(x + h) = y(x) + E(Fl + 2F> + 2F3 + Fy),

gdzie

Iy o= hf(z,y),
1

1
Ip = hf(fv-l-ah,y-l-ilﬁ),

1 1
F3:hf($+§h,y+§F2),

Fy:=hf(x+ h,y+ F3).
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Cwiczenie 4. Stosujac metode Rungego-Kutty drugiego rzedu,
rozwigzaC zagadnienie poczgtkowe

1
y = —ylny, y(0)= 5

w przedziale [0,1] z krokiem h = 0.02.

Cwiczenie 5. Stosujac metode Rungego-Kutty czwartego rzedu,
rozwigzaC zagadnienie poczgtkowe

2
Ty — Y
y =—%—, y(1)=2
xr

w przedziale [1,3] z krokiem h = 13g.
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