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Definicja 1. (macierz rzeczywista i zespolona)

Macierzg rzeczywista (zespolong) wymiaru mxn, gdzie m,n € N,
nazywamy prostokagtng tablice ztozong z m-n liczb rzeczywistych
(zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach.
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Uwaga 1. Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami alfabetu,
np. A,B,X itp. Element macierzy A stojacy w -tym wierszu

oraz w j-tej kolumnie oznaczamy przez ajj-



Twierdzenie 1. (réownoSC macierzy)
Macierze A i B sg rowne, gdy maja te same wymiary m X n oraz
ajj = bij dla kazdego 1 <1 <m oraz 1l <j<n.

Przyktad 1. Macierz

[1 0 -3
a=119%

jest macierzg rzeczywistg wymiaru 2 x 3, natomiast macierz

01— i
B=| -542i 2
1430 —i

jest macierzg zespolong wymiaru 3 X 2.



Definicja 2. (macierz zerowa)

Macierz wymiaru m X n, kKtorej wszystkie elementy sg rowne O
nazywamy macierzg zerowg wymiaru m X n i 0znaczamy przez
Omxn lub O.
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Definicja 3. (macierz kwadratowa)

Macierz, ktorej liczba wierszy rowna sie liczbie kolumn nazy-
wamy macierzg kwadratowg. Liczbe wierszy (kolumn) nazy-
wamy wtedy stopniem macierzy kwadratowej. Elementy ma-
cierzy, ktore majg ten sam numer wiersza co kolumny, tworzg
gtdwng przekatng macierzy.

ail @12 - Qlp
a2y a2 --- a2y




Definicja 4. (macierz trojkatna)

Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy
stojace nad gtdwnag przekatng sg zerowe nazywamy macierzg
trojkatng dolna.

Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy
stojace pod gtdwng przekatng sg zerowe nazywamy macierzg
trojkatng gorng.

a1 O 0 0 a11 ai2 ai3 - Qaip
a1 azp O 0 O app ap3z -+ aoy
O 0 O a3z -+ a3y

a3zl az2 as3

anl Ap2 ap3 -+ ann 0 O O -+ ann



Definicja 5. (macierz diagonalna)

Macierz kwadratowg stopnia n > 2, w ktorej wszystkie elementy,
poza stojacymi na gtownej przekatnej, sg zerowe nazywamy ma-
cierzg diagonalng.

ai7 0O O 0
0 ax» O 0
0 0 uass 0




Definicja 6. (macierz jednostkowa)

Macierz diagonalng stopnia n, w ktorej wszystkie elementy gtow-
nej przekatnej sg rowne 1, nazywamy macierzg jednostkowaq i
oznaczamy przez I, lub przez I.

1 00 O
O 10 O
O

In=10 O

S




Definicja 7. (suma i roZznica macierzy)
Niech A = [a;;] | B = [b;;] beda macierzami wymiaru m X n.
Suma (réznicg) macierzy A i B nazywamy macierz C = [c¢;],
ktorej elementy sg okreSlone wzorem: ¢;; ‘= a;; £b;; dla 1 < <
m oraz 1 <j < n. Piszemy wtedy C = A+ B.
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Cwiczenie 1. Obliczy¢ sumy i réZnice podanych par macierzy:

(1 -2 3 B—| 0 2 3
5 6 7" | -4 -5 -2

12 [ 3
b)A__?)—I—Sz’]’B_[—Q]'

a) A=

’




Definicja 8. (iloczyn macierzy przez liczbe)
Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m x n oraz niech «
bedzie liczba rzeczywistg lub zespolong. Iloczynem macierzy A
przez liczbe o nazywamy macierz B = [b;;], ktorej elementy sg

okreSlone wzorem:

bZJ = a;j

dlal<it<moraz 1 <j<n. Piszemy wtedy B = cA.

ajir ai2
a1 az2

Aml am?2

a1n
a2n

ammn

aan aa1-2
aanq aano

cdam1 ocam?2

oaqn
d2n

AAmn
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Cwiczenie 2. Obliczy¢ iloczyny podanych liczb i macierzy:

i 0 342 5 |

14+i 2 —3i 1—3i ]|

3 4 8 —24
b)a=->,A=| -8 12 —12
4 16 0 4

a)a=1-—14, A=
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Twierdzenie 2. (wtasnosci dziatan na macierzach)

Niech A, B,C beda dowolnymi macierzami rzeczywistymi (ze-
spolonymi) tego samego wymiaru oraz niech «, 8 beda liczbami
rzeczywistymi (zespolonymi). Wtedy

A+ B=B+A;

A+ (B+C)=(A+B)+C,

A+0=0+A=A;

A4+ (-A) =0,

a(A+ B) = aA+ aB;

(a+ B)A = aA+ BA;

1-A=A;

(aB)A = a(BA).

NSO O AN
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Definicja 9. (iloczyn macierzy)

Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m X n, a macierz B = [b;,]
ma wymiar n X k. Iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz
C = [c;;] wymiaru m x k, ktorej elementy sg okreslone wzorem:

Cij = a;1b15 T ;2025 + -+ - 1 ajnbnp;

dlal<it<moraz 1 <j<n. Piszemy wtedy C' = AB.

Uwaga 2. Element Cij iloczynu macierzy A i B otrzymujemy Su-
mujac iloczyny odpowiadajgcych sobie elementow i-tego wiersza
macierzy A i j-tej kolumny macierzy B. Iloczyn macierzy A

I B mozna obliczyC tylko wtedy, gdy liczba kolumn macierzy A
rowna sie liczbie wierszy B.
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Cwiczenie 3. Obliczy¢ iloczyny podanych par macierzy:

3
[ 21 5] ,_ |
a) A= 1 3 _2],3_ -1 |,
L 2_
-
12 3| ., [-1 2]
b) A=|¢ 3 ,B—[ 3_5],
_4 _3_
o oi1420] [ -1 =
C)A_[—:s 2—3@']’B_[5—|—z’ 4—37:]'
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Uwaga 3. Mnozenie macierzy nie jest dziataniem przemiennym,
tzn. dla dowolnych réznych macierzy A, B mamy:

A-B# B-A.

Cwiczenie 4. Obliczy¢ iloczyny AB i BA dla macierzy

A=|12 3 4], B=

N WD
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Definicja 10. (macierz transponowana)

Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m xn. Macierzg trans-
ponowang do macierzy A nazywamy macierz B = [bij] wymiaru
n X m, ktorej elementy sg okresSlone wzorem:

bij == aji,
gdzie 1 <1 <m oraz 1 < 3 < n. Macierz transponowang do
macierzy A oznaczamy przez Al

Uwaga 4. Przy transponowaniu, kolejne wiersze macierzy wyjscio-
wej stajg sie kolejnymi kolumnami macierzy transponowanej.
[ a11 @12 - alp | [ a11 a21 - Qi |
a a o o o a a a o o o a
A= | 02022 @) T | 12 022 0

L Gm1 Gm2 - Amn Aln Aa2n - 0mn
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Definicja 11. (wyznacznik macierzy)

Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng. Wyznacznikiem nazywa-
my funkcje rzeczywistg (zespolong) det okreSlong na zbiorze
macierzy kwadratowych stopnia n spetniajgcg warunki:

1. det[kl...ckj...kn] =cdet[k1...kj...kn]

dla kazdego ¢ € R(c € C), gdzie k; oznacza j-tq kolumng macie-
rzy,

2. detky...kj+k;.. ko) =det[ky...kj.. kol+det[ky...k;.. knl,
3. det[kl...ki...kj...kn] = —det[kl...kj...ki...kn];

4. detl, = 1.

17



Uwaga 5. Wyznacznik macierz A oznaczamy takze przez det[aij]
lub |A|, a w formie rozwinigtej przez

ai1 aip -+ aip | a1l aip -+ Qip

a CL e o o a a a o o o a
e B lub o T

| Anl Gp2 - Ann aApl Ap2 -~ 0Gnn

Bedziemy mowili zamiennie: stopien wyznacznika +— stopien
macierzy, element wyznacznika +— element macierzy, wiersz
wyznacznika <+— wiersz macierzy, kolumna wyznacznika <+—
kolumna macierzy.
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Twierdzenie 3. (reguta Sarrusa* obliczania wyznacznikéw
stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego):

det [a] = a,
a b
dt[c d]—ad—bc,
(a b c |
det| d e f | =aet+bfg+ cdh — ceg — afh — bdh.
9 hoi ]

Uwaga 6. Sposob ten nie przenosi sie na wyznaczniki wyzszych
stopni.

*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) - matematyk francuski.
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Cwiczenie 5. Oblicz wyznaczniki:

-2 3
Al 5 7|
1+i 5 |
b) —4 3 -2
1 2 3
c)|—-2 0 1/;
5 1 3
) 1 1—12
d)| 0 —2 443
21 O 5

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna wyznacznikow drugiego
| trzeciego stopnia.
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Definicja 12. (minor macierzy kwadratowej)

SkreSlajac w wyznaczniku macierzy kwadratowej A, -ty wiersz
i 9-t3 kolumne, otrzymamy wyznacznik stopnia n — 1, ktory
nazywamy minorem macierzy kwadratowej i oznaczamy
symbolem M;;.

Definicja 13. (dopetnienie algebraiczne)

Niech A = [a,ij] bedzie macierzg kwadratowg stopnia n > 2. Do-
petnieniem algebraicznym elementu ajj macierzy A nazywamy
liczbe:
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Cwiczenie 6. W podanych macierzach obliczy¢ dopetnienia
algebraiczne zaznaczonych elementow:

5

-

142
4

—31
2 — 51

ire|

0

3
-3

1

2

6

1
—4
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Twierdzenie 4. (rozwiniecie Laplace’'a™ wyznacznika)

Niech A = [az-j] bedzie macierzg kwadratowg stopnia n > 2
oraz niech liczby 1,3, gdzie 1 < 1,7 < n bedg ustalone. Wtedy
wyznacznik macierzy A mozna obliczyC ze wzorow:

1. det A = a;1A;1 + aipAip + - + ajppAip.
(wzor ten nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika
wzgledem i-tego wiersza)

2. det A = alelj -+ anAQj + ... 4+ anjAnj
(wzor ten nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika
wzgledem j-tej kolumny)

*Pierre Simon de Laplace (1749-1827) - matematyk, fizyk i astronom fran-
cuski.
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Cwiczenie 7. Oblicz wyznaczniki:

T w :
oM <
N
O+.210J_O
13
| AN~ < W0
L
s N+t mwo
— |
N N
© Q

—A O MLw O
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Twierdzenie 5. (wyznacznik macierzy tréjkatnej)
Wyznacznik macierzy trojkatnej dolnej lub gornej jest rowny
iloczynowi elementow stojgcych na jego gtownej przekatne;j.

Cwiczenie 8. Oblicz wyznaczniki:

1 O O
a)| -1 2 0|;
1 -2 3
1—7 147 2 4 — 3
0 2t 3 —1 —2+41
b) 0 0 -3 —1
0 0 0 51
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Twierdzenie 6. (wtasnosci wyznacznikéw )
1. Wyznacznik macierzy kwadratowej majgcej kolumne ztozong
Z samych zer jest rowny 0O, tzn.

det[ky...0...ky] = O,

gdzie k; oznacza j-tq kolumneg macierzy.

2. Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przesta-
wimy miedzy sobg dwie kolumny (patrz warunek 3 w def. 11).

3. Wyznacznik macierzy kwadratowej majgcej dwie jednakowe
kolumny jest rowny 0, tzn.

26



4. Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny macierzy kwadra-
towej zawierajg wspolny czynnik, to czynnik ten mozna wytgczy¢
przed wyznacznik tej macierzy (patrz warunek 1 w def. 11).

5. Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktorej pewna kolumna
jest sumg dwoch sktadnikow jest rowny sumie wyznacznikow
macierzy, w ktorych ta kolumna jest zastgpiona tymi sktadni-
kami (patrz warunek 2 w def. 11).

6. Wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jezeli do dowolnej ko-
lumny dodamy inng kolumne tej macierzy pomnozong przez do-
wolng liczbe, tzn.

det[ky...ki...kj... ko]l =det[ky...ki+c-kj... k... kn].

/. Wyznacznik macierzy kwadratowej i jej transpozycji sg rowne,
tzn.

det A = det(A4™).



Uwaga 7. Korzystajgac z powyzszych wtasnoSci wyznacznikow
mozna istotnie uprosciC ich obliczanie. Pozwalajg one tak prze-
ksztatci€ wyznacznik, aby w jego wybranym wierszu lub kolum-
nie pozostawi€ co najwyzej jeden element niezerowy.

Cwiczenie 9. Obliczy¢é wyznaczniki wykorzystujac ich wtasno-
SCi:

1 1 1 1 5 2 2 2 Z;;;;
1 211 2 5 2 2

a) - b) . Cc) |4 4 7 7T 7
1 1 3 1 2 2 5 2

4 4 4 7 7

1 1 1 4 2 2 25 44 4 4 7




Definicja 14. (macierz odwrotna)
Niech A bedzie macierza kwadratowg stopnia n. Macierzg od-
wrotng do macierzy A nazywamy macierz oznaczong przez A1

ktdra spetnia warunek:
A-At=A"1.4=1,

gdzie I,, jest macierza jednostkowg stopnia n.

Uwaga 8. Jezeli macierz A ma macierz odwrotng, to nazywamy
ja odwracalng i wowczas det A #= 0.

Definicja 15. (macierz osobliwa i nieosobliwa)
Macierz kwadratowa A nazywamy macierzg osobliwg, gdy

det A = 0.

W przeciwnym wypadku mowimy, ze macierz A jest nieosobliwa.

27



Twierdzenie 7. (o macierzy kwadratowej)

1. Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest nieosobliwa.

2. JeZeli macierz A = [a;;] stopnia n jest nieosobliwa, to

1 T
ATl = (AP,
det A
gdzie AP oznacza macierz dopetnieri algebraicznych macierzy

A, tzn.

AD — | A21 A2z ... Aoy
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Cwiczenie 10. Znalez¢ macierze odwrotne do podanych:

-

OoOWwWmR

OO N

= O O O

Cwiczenie 11. Rozwigz podane rownania macierzowe:

2 5 14 -6 |,
a)13")(_21]'
5 3|
2 2|’

1 1 —1°
c)X-|2 1 0 =[£1L _ég

1 -1 1

0) |

|

2 1
1 1

].X.

1
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= 01O O

3

1

] —
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Definicja 16. (minor macierzy prostokatnej)

Jezeli w macierzy prostokatnej A, skreSlimy pewng liczbe wier-
Szy

I kolumn, tak zeby elementy nieskreSlone utworzyty macierz
kwadratowg M, to wyznacznik det M nazywamy minorem ma-
cierzy A.

Definicja 17. (rzad macierzy)

Rzedem macierzy A nazywamy stopien jej najwiekszego nie-
zerowego minora. Rzad macierzy oznaczmy przez: r(A) lub
rzA.

Uwaga 9. Zauwazmy, ze jezeli A jest macierzg wymiaru m X n,
to rzA < min(m,n).

Cwiczenie 12. Okresli¢ rzedy macierzy:

(3 2 -1 5] (3 2 -1 5]
A=|5 0 4 1 |: B=|5 0 4 1
2 0 30 2 -2 5 —4
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Twierdzenie 8. (wtasnosci rzeddw)
Rzgd macierzy nie ulegnie zmianie, jezeli:
1. przestawimy miejscami dowolne kolumny macierzy, tzn.

2. kolumny macierzy macierzy pomnozymy przez liczbe rozng
od zera, tzn.

rzlk1... k;... kn) = rzl[ckq...ck;...ckn].

3. do dowolnej kolumny macierzy dodamy inng kolumne
pomnozong przez dowolng liczbe, tzn.

4. w danej macierzy zamienimy kolumny na wiersze, tzn.

rzA = rz(AD).
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Cwiczenie 13. Okreslic¢ rzedy macierzy:

< q
© Q
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Definicja 18. (wartos¢ wtasna macierzy)
Wartoscia wtasng macierzy A nazywamy kazdy (w tym réwniez
zespolony) pierwiastek X\ rownania charakterystycznego

det(A—-\-1) =0,
gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Wielomian
Wa(A) =det(A—X-1)

nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

33



Cwiczenie 14. Wyznaczy¢ wartosci wtasne podanych macierzy
a) A=[10],

1 1]
b)B=|71 1|

c) C =

W N W[

W W FWIN

W FWINWI|
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Definicja 19. (wektor wtasny macierzy)
Kazdy niezerowy wektor x € C" spetniajgcy rownanie

Ax = \x

nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgacym wartosci wia-
snej .
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Cwiczenie 15. Wyznaczy¢ wektory wtasne macierzy

- [51]
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