
Twierdzenia o pochodnych

Wykªad nr 11 (In»ynieria sanitarna)

• Twierdzenia o warto±ci ±redniej

• Reguªa de L'Hospitala

• Rozwini¦cie Taylora funkcji



Twierdzenie 1. (Roll'a∗)
Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna na (a, b) i f(a) = f(b), to

istnieje taki punkt c ∈ (a, b), »e

f ′(c) = 0.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle'a.

∗Michel Rolle (1652-1719) - matematyk francuski
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Twierdzenie 2. (Lagrange'a∗)
Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna na (a, b), to istnieje taki

punkt c ∈ (a, b), »e

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Rysunek 2. Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange'a.

∗Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) - matematyk i astronom francuski
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Twierdzenie 3. (warunki wystarczaj¡ce monotoniczno±ci funkcji)

Niech I oznacza dowolny przedziaª. Je»eli dla ka»dego x ∈ I

funkcja f speªnia warunek:

1. f ′(x) = 0, to jest staªa na I;

2. f ′(x) > 0, to jest rosn¡ca na I;

3. f ′(x) < 0, to jest malej¡ca I.
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�wiczenie 1.Znale¹¢ przedziaªy monotoniczno±ci podanych funkcji:

a) f(x) =
x

1 + x2
;

b) f(x) = sinx + cosx;

c) f(x) = 3x5 + 5x3;

d) f(x) = x + cosx.
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Twierdzenie 4. ( reguªa de L'Hospitala∗ dla nieoznaczono±ci 0
0)

Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki:

1. lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0, przy czym g(x) 6= 0,

2. istnieje granica lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
(wªa±ciwa lub niewªa±ciwa),

to

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Uwaga 1. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe tak»e dla granic

jednostronnych oraz granic w −∞ lub w ∞.

∗Guillaume François Antoine de L'Hospital (1661-1704) - matematyk fran-
cuski.
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�wiczenie 2.Obliczy¢ podane granice:

a) lim
x→π

sin 3x

sin 5x
;

b) lim
x→1

x10 − 1

x3 − 1
;

c) lim
x→∞

π − 2arctanx

ln
(
1 + 1

x2

) ;

d) lim
x→0+

ln cosx

ln cos 2x
.
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Twierdzenie 5. ( reguªa de L'Hospitala dla nieoznaczono±ci ∞∞)

Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki:

1. lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ∞,

2. istnieje granica lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
(wªa±ciwa lub niewªa±ciwa),

to

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Uwaga 2. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe tak»e dla granic

jednostronnych oraz granic w −∞ lub w ∞.
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�wiczenie 3.Obliczy¢ podane granice:

a) lim
x→∞

lnx

x
;

b) lim
x→π

2

tan3x

tanx
;

c) lim
x→∞

x3 − 2x + 1

4x3 + 2
;

d) lim
x→0+

ln sinx

ln tanx
.
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To»samo±ci zmieniaj¡ce rodzaje nieoznaczono±ci

Nieoznaczono±¢ Stosowana to»samo±¢ Otrzymana nieoznaczono±¢

0 · ∞ f · g =
f
1

g

0

0
lub

∞
∞

∞−∞ f − g =

1

g
−

1

f
1

fg

0

0

1∞, ∞0, 00 fg = eg ln f 0 · ∞

Uwaga 3.To»samo±¢ podan¡ dla nieoznaczono±ci ∞−∞ stosu-

jemy dopiero wtedy, gdy zawiod¡ inne sposoby jej usuwania.
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�wiczenie 4.Obliczy¢ podane granice:

a) lim
x→0+

x lnx;

b) lim
x→0

(
1

2x2
−

1

2x tanx

)
;

c) lim
x→∞

(
2

π
arctanx

)x
.
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De�nicja 1. (wielomiany Taylora∗ i Maclaurina†)
Zaªó»my, »e funkcja f ma w punkcie x0 pochodn¡ rz¦du k, gdzie

k ∈ N ∪ {0}. Wielomian

Pk(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+
f(k)(x0)

k!
(x−x0)

k

nazywamy wielomianem Taylora rz¦du k funkcji f w punkcie x0.

Dla x0 = 0 wielomian ten nazywamy wielomianem Maclaurina.

∗Brook Taylor (1685-1731) - matematyk angielski.
†Colin Maclaurin (1698-1746) - matematyk szkocki.
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Twierdzenie 6. (wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a)

Je»eli funkcja f ma wszystkie pochodne do rz¦du n wª¡czenie na

przedziale [x0, x], to istnieje taki punkt c ∈ (x0, x), »e

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

+
f(n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

(n−1) +
f(n)(c)

n!
(x− x0)

n.
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�wiczenie 5. Napisa¢ wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a dla po-

danych funkcji f , punktów x0 oraz n:

a) f(x) = cosx, x0 = π, n = 6;

b) f(x) =
1
√

x
, x0 = 1, n = 3.

�wiczenie 6. Rozwin¡¢ podane funkcje w szeregi Maclaurina:

a) f(x) = ex;

b) g(x) = ln (1 + x).
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