Rozwigzywanie ukfadow rownan liniowych

Wyktad 4
e Algorytm Gaussa z wyborem wierszy gtdownych

e Metody iteracyjne: Jacobiego (iteracji prostej), Gaussa-Seidela,
nadrelaksacji (SOR)



Znaczenie elementow gtownych.

Algorytm Gaussa w opisanej wczesSniej, najprostszej postaci, nie
dziata zadowalajaco. Moze zawodziC dla uktadow, ktorych roz-
wigzanie mozna uzyskaC w prosty sposdb. Pokazujg to ponizsze
przyktady.

Przyktad 1. Do uktadu rownan
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nie mozemy zastosowac eliminacji Gaussa (podstawowej czy pet-
nej), poniewaz na przekatnej mamy zero (element a7 = 0). ta-

two wyznaczyC rozwigzanie tego uktadu innymi metodami, do-
stajemy



Przyktad 2. Zastgpmy teraz zero z powyzszego przyktadu bardzo
ma+ta liczba ¢ rézna od zera, np. ¢ = 10~17. Uktad
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mozemy rozwigzacC stosujac, np. metode podstawiania, wtedy
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W obliczeniach komputerowych dostaniemy wtedy
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Stosujgc podstawowg eliminacje Gaussa otrzymujemy
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W obliczeniach komputerowych dostaniemy wowczas

x1 = (1 — xg)&‘_l.
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WidacC, ze xq1 wyliczone metodg Gaussa jest catkowicie btedne.
Powyzsze dwa przyktady pokazuja, ze problemem jest nie tylko
zero na przekatnej, ale tez bardzo mata liczba w tym miejscu.
W obu przypadkach problem ten mozna rozwigzal zamieniajac
wiersze.



Wybor elementow gfodwnych

Przypomnijmy, ze wyrazy macierzy znajdujace sie na gtownej
przekatnej nazywamy elementami gtownymi. Proces zamiany
wierszy prowadzacy do tego, ze na przekatnej gtdbwnej znajda sie
liczby ,lepsze’” z punktu widzenia eliminacji Gaussa, nazywamy
czesciowym wyborem elementow gtownych lub wyborem wier-
szy gtownych. Mowigc doktadnie, stwierdzenie liczby ,lepsze”
oznacza tutaj liczby wieksze co do wartosci bezwzglednej.



Przyktad 3. Zastosujmy wybor wierszy gtownych do ostatniego
przyktadu. Zamieniamy ze sobg wiersze, wtedy na przekatnej
znajdzie sie 1, ktora jest wieksza od . Zastosowanie podstawo-
wej eliminacji Gaussa prowadzi do
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W obliczeniach komputerowych dostaniemy wowczas
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Powyzszy przyktad ilustruje uzytecznoSC wyboru wierszy gtow-
nych, nawet jesli element gtdwny nie jest zerem.



Przyktad 4. Zastosujmy wybor wiersza gtownego do zadania
Z pierwszego przyktadu, mamy
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Metody iteracjne

W metodach iteracyjnych rozwigzanie uktadu rownan uzysku-
jemy na zasadzie tworzenia ciggu wektorow zbieznego do rozwig-
zania. Otrzymane rozwigzanie jest rozwigzaniem przyblizonym.
Jako kryterium stopu stosujemy uzyskanie zatozonej doktadnosci
rozwigzania przyblizonego lub osiggniecie ustalonej liczby itera-
Cji.

Metody iteracyjne sg lepsze od metod bezpoSrednich w przy-
padku uktaddw duzych, ztozonych z tysiecy rownan. Dziataja
znacznie szybciej i potrzebuja mniej pamieci.



Metoda Jacobiego (iteracji prostej)

Niech dany bedzie uktad rownan AX = B i niech D bedzie czesScig
diagonalng macierzy A. Iteracjg Jacobiego nazywamy
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Metoda Gaussa-Seidela

Niech dany bedzie ukftad rownan AX = B i niech L bedzie dolng
trojkatng czeScia macierzy A (L zawiera przekatng!). Iteracjg
Gaussa-Seidela nazywamy
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ZbieznoSC metod Jacobiego i Gaussa-Seidela

Macierz A nazywamy dominujaca przekatniowo, jezeli spetniony
jest warunek

n
ag| > ) (1<i<n),
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tzn. w kazdym wierszu wartoSC bezwzgledna elementu gtow-
nego jest wieksza niz suma wartosci bezwzglednych pozostatych

elementow.
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Stosujac metody iteracyjne musimy wskazaC pierwsze przyblize-
nie rozwigzania, tzw. rozwigzanie poczatkowe, wektor poczgt-
kowy. Dobrze jezeli to przyblizenie jest dosyC blisko doktadnego
rozwigzania, choC nie zawsze ma to znaczenie.

Twierdzenie 1. Jezeli macierz A jest dominujgca przekatniowo,
to metody Jacobiego i Gaussa-Seidela tworzg cigg zbiezny do

rozwigzania uktadu AX = B dla dowolnego wektora poczgtko-
wego.
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Metoda nadrelaksacji (SOR)

Niech dany bedzie uktad rownan AX = B i niech D bedzie czeScig
diagonalng macierzy A, natomiast L bedzie SciSle dolng trojkatnag
czescig macierzy A, tzn. L ma zera na przekatnej. Niech w bedzie
parametrem relaksacji. Iteracjg metody SOR jest

XD = (1 - tA)x™ + Q5B
gdzie
1
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ZbieznoSC metody SOR

Twierdzenie 2. Jezeli macierz A jest dominujgca przekatniowo
i we (0,2), to metoda nadrelaksacji (SOR) tworzy cigg zbiezny
do rozwigzania uktadu AX = B dla dowolnego wektora poczat-

kowego. Jezeli w < 0 lub w > 2, wtedy iteracja metody SOR
generuje cigg rozbiezny.
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Kryterium stopu dla metod iteracyjnych

W przedstawionych metodach iteracyjnych rozwigzanie poczat-
kowe oraz kolejne przyblizenia rozwigzania to wektory o tylu skta-
dowych ile wynosi liczba niewiadomych w uktadzie.

Stosujagc metode Jacobiego, Gaussa-Seidela lub SOR, obliczenia
konczymy kiedy najwieksza z roznic miedzy kolejnymi iteracjami,
wzgledem kazdej sktadowej, bedzie odpowiednio mata, np. moze
to byC

~max XZ.(k) — X,L.(k_l) < 108,

1=1,....n
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Cwiczenie 1. Rozwigz uktad z pierwszej czesci wyktadu

f4331 +2x0 —x3 =5

x1 +4xo +x3 =12

271 — 20 + 43 = 12,

stosujgc metode Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR (z w = 1.04)
dla wektora poczgtkowego
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uzyskujac doktadnos¢ 10~°.
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Cwiczenie 2. Rozwigza¢ uktad
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stosujgc metode Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR (z w = 1.05)
dla wektora poczgtkowego
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