
Rozwi¡zywanie ukªadów równa« liniowych

Wykªad 4

• Algorytm Gaussa z wyborem wierszy gªównych

• Metody iteracyjne: Jacobiego (iteracji prostej), Gaussa-Seidela,

nadrelaksacji (SOR)



Znaczenie elementów gªównych.

Algorytm Gaussa w opisanej wcze±niej, najprostszej postaci, nie

dziaªa zadowalaj¡co. Mo»e zawodzi¢ dla ukªadów, których roz-

wi¡zanie mo»na uzyska¢ w prosty sposób. Pokazuj¡ to poni»sze

przykªady.

Przykªad 1.Do ukªadu równa«[
0 1
1 1

] [
x1
x2

]
=

[
1
2

]

nie mo»emy zastosowa¢ eliminacji Gaussa (podstawowej czy peª-

nej), poniewa» na przek¡tnej mamy zero (element a11 = 0). �a-
two wyznaczy¢ rozwi¡zanie tego ukªadu innymi metodami, do-

stajemy

x1 = 1, x2 = 1.
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Przykªad 2.Zast¡pmy teraz zero z powy»szego przykªadu bardzo

maª¡ liczb¡ ε ró»n¡ od zera, np. ε = 10−17. Ukªad[
ε 1
1 1

] [
x1
x2

]
=

[
1
2

]
mo»emy rozwi¡za¢ stosuj¡c, np. metod¦ podstawiania, wtedy

x1 =
1

1− ε
, x2 =

1− 2ε

1− ε
.

W obliczeniach komputerowych dostaniemy wtedy

x2 ≈ 1, x1 ≈ 1.

Stosuj¡c podstawow¡ eliminacj¦ Gaussa otrzymujemy[
ε 1
0 1− ε−1

] [
x1
x2

]
=

[
1

2− ε−1

]
,
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a st¡d

x2 =
2− ε−1

1− ε−1
, x1 = (1− x2)ε

−1.

W obliczeniach komputerowych dostaniemy wówczas

x2 ≈ 1, x1 ≈ 0.

Wida¢, »e x1 wyliczone metod¡ Gaussa jest caªkowicie bª¦dne.

Powy»sze dwa przykªady pokazuj¡, »e problemem jest nie tylko

zero na przek¡tnej, ale te» bardzo maªa liczba w tym miejscu.

W obu przypadkach problem ten mo»na rozwi¡za¢ zamieniaj¡c

wiersze.



Wybór elementów gªównych

Przypomnijmy, »e wyrazy macierzy znajduj¡ce si¦ na gªównej

przek¡tnej nazywamy elementami gªównymi. Proces zamiany

wierszy prowadz¡cy do tego, »e na przek¡tnej gªównej znajd¡ si¦

liczby �lepsze� z punktu widzenia eliminacji Gaussa, nazywamy

cz¦±ciowym wyborem elementów gªównych lub wyborem wier-

szy gªównych. Mówi¡c dokªadnie, stwierdzenie liczby �lepsze�

oznacza tutaj liczby wi¦ksze co do warto±ci bezwzgl¦dnej.
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Przykªad 3. Zastosujmy wybór wierszy gªównych do ostatniego

przykªadu. Zamieniamy ze sob¡ wiersze, wtedy na przek¡tnej

znajdzie si¦ 1, która jest wi¦ksza od ε. Zastosowanie podstawo-

wej eliminacji Gaussa prowadzi do[
ε 1 1
1 1 2

]
∼
[
1 1 2
ε 1 1

]
∼
[
1 1 2
0 1− ε 1− 2ε

]
.

W obliczeniach komputerowych dostaniemy wówczas

x2 ≈ 1, x1 ≈ 1.

Powy»szy przykªad ilustruje u»yteczno±¢ wyboru wierszy gªów-

nych, nawet je±li element gªówny nie jest zerem.
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Przykªad 4. Zastosujmy wybór wiersza gªównego do zadania

z pierwszego przykªadu, mamy[
0 1 1
1 1 2

]
∼
[
1 1 2
0 1 1

]
∼
[
1 0 1
0 1 1

]
,

st¡d

x1 = 1, x2 = 1.
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Metody iteracjne

W metodach iteracyjnych rozwi¡zanie ukªadu równa« uzysku-

jemy na zasadzie tworzenia ci¡gu wektorów zbie»nego do rozwi¡-

zania. Otrzymane rozwi¡zanie jest rozwi¡zaniem przybli»onym.

Jako kryterium stopu stosujemy uzyskanie zaªo»onej dokªadno±ci

rozwi¡zania przybli»onego lub osi¡gni¦cie ustalonej liczby itera-

cji.

Metody iteracyjne s¡ lepsze od metod bezpo±rednich w przy-

padku ukªadów du»ych, zªo»onych z tysi¦cy równa«. Dziaªaj¡

znacznie szybciej i potrzebuj¡ mniej pami¦ci.
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Metoda Jacobiego (iteracji prostej)

Niech dany b¦dzie ukªad równa« AX = B i niech D b¦dzie cz¦±ci¡

diagonaln¡ macierzy A. Iteracj¡ Jacobiego nazywamy

X(k+1) = (I −D−1A)X(k) +D−1B.
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Metoda Gaussa-Seidela

Niech dany b¦dzie ukªad równa« AX = B i niech L b¦dzie doln¡

trójk¡tn¡ cz¦±ci¡ macierzy A (L zawiera przek¡tn¡!). Iteracj¡

Gaussa-Seidela nazywamy

X(k+1) = (I − L−1A)X(k) + L−1B.
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Zbie»no±¢ metod Jacobiego i Gaussa-Seidela

Macierz A nazywamy dominuj¡c¡ przek¡tniowo, je»eli speªniony

jest warunek

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

∣∣∣aij∣∣∣ (1 6 i 6 n),

tzn. w ka»dym wierszu warto±¢ bezwzgl¦dna elementu gªów-

nego jest wi¦ksza ni» suma warto±ci bezwzgl¦dnych pozostaªych

elementów.
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Stosuj¡c metody iteracyjne musimy wskaza¢ pierwsze przybli»e-

nie rozwi¡zania, tzw. rozwi¡zanie pocz¡tkowe, wektor pocz¡t-

kowy. Dobrze je»eli to przybli»enie jest dosy¢ blisko dokªadnego

rozwi¡zania, cho¢ nie zawsze ma to znaczenie.

Twierdzenie 1. Je»eli macierz A jest dominuj¡ca przek¡tniowo,

to metody Jacobiego i Gaussa-Seidela tworz¡ ci¡g zbie»ny do

rozwi¡zania ukªadu AX = B dla dowolnego wektora pocz¡tko-

wego.
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Metoda nadrelaksacji (SOR)

Niech dany b¦dzie ukªad równa« AX = B i niech D b¦dzie cz¦±ci¡

diagonaln¡ macierzy A, natomiast L b¦dzie ±ci±le doln¡ trójk¡tn¡

cz¦±ci¡ macierzy A, tzn. L ma zera na przek¡tnej. Niech ω b¦dzie

parametrem relaksacji. Iteracj¡ metody SOR jest

X(k+1) = (I −Q−1ω A)X(k) +Q−1ω B,

gdzie

Qω =
(
1

ω
D + L

)
.
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Zbie»no±¢ metody SOR

Twierdzenie 2. Je»eli macierz A jest dominuj¡ca przek¡tniowo

i ω ∈ (0,2), to metoda nadrelaksacji (SOR) tworzy ci¡g zbie»ny

do rozwi¡zania ukªadu AX = B dla dowolnego wektora pocz¡t-

kowego. Je»eli ω < 0 lub ω > 2, wtedy iteracja metody SOR

generuje ci¡g rozbie»ny.
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Kryterium stopu dla metod iteracyjnych

W przedstawionych metodach iteracyjnych rozwi¡zanie pocz¡t-

kowe oraz kolejne przybli»enia rozwi¡zania to wektory o tylu skªa-

dowych ile wynosi liczba niewiadomych w ukªadzie.

Stosuj¡c metod¦ Jacobiego, Gaussa-Seidela lub SOR, obliczenia

ko«czymy kiedy najwi¦ksza z ró»nic mi¦dzy kolejnymi iteracjami,

wzgl¦dem ka»dej skªadowej, b¦dzie odpowiednio maªa, np. mo»e

to by¢

max
i=1,...,n

∣∣∣∣X(k)
i −X

(k−1)
i

∣∣∣∣ 6 10−8.
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�wiczenie 1. Rozwi¡» ukªad z pierwszej cz¦±ci wykªadu
4x1 +2x2 − x3 = 5

x1 +4x2 + x3 = 12

2x1 − x2 +4x3 = 12,

stosuj¡c metod¦ Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR (z ω = 1.04)

dla wektora pocz¡tkowego

x(0) =

 1
1
1

 ,
uzyskuj¡c dokªadno±¢ 10−6.
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�wiczenie 2. Rozwi¡za¢ ukªad
4 1 0 1
1 5 1 0
0 1 6 1
1 0 1 4



x1
x2
x3
x4

 =


4
7

16
14


stosuj¡c metod¦ Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR (z ω = 1.05)

dla wektora pocz¡tkowego

x(0) =


0
0
0
0

 ,
uzyskuj¡c dokªadno±¢ 10−6.
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