
Geometria analityczna w przestrzeni I

Wykªad

• Wektory

• Iloczyn skalarny

• Iloczyn wektorowy

• Iloczyn mieszany



De�nicja 1. (przestrze« R3)

Przestrzeni¡ R3 nazywamy zbiór wszystkich uporz¡dkowanych

trójek (x, y, z) liczb rzeczywistych, tzn.

R3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R} .
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De�nicja 2. (punkty wspóªliniowe)

Mówimy, »e punkty A,B,C przestrzeni R3 s¡ wspóªliniowe, gdy

istnieje prosta, do której nale»¡ te punkty.

De�nicja 3. (punkty wspóªpªaszczyznowe)

Mówimy, »e punkty D,E, F,G przestrzeni R3 s¡ wspóªpªaszczy-

znowe, gdy istnieje pªaszczyzna, do której nale»¡ te punkty.

Rysunek 1. Punkty wspóªliniowe i wspóªpªaszczyznowe.
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Twierdzenie 1. (wspóªrz¦dne ±rodka odcinka)

Wspóªrz¦dne punktu S dziel¡cego odcinek AB na poªowy wyra-

»aj¡ si¦ wzorem :

s1 =
a1 + b1

2
, s2 =

a2 + b2
2

, s3 =
a3 + b3

2
,

gdzie A = (a1, a2, a3) i B = (b1, b2, b3).

�wiczenie 1. Niech A = (−1,2,5) oraz B = (1,10,−7). Obli-

czy¢ wspóªrz¦dne ±rodka odcinka AB.
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De�nicja 4. (wektor zaczepiony)

Wektorem zaczepionym
−→
AB nazywamy wektor o pocz¡tku w

punkcie A i ko«cu w punkcie B. Je»eli A = (a1, a2, a3), B =

(b1, b2, b3), wówczas

−→
AB = [b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3].

De�nicja 5. (wektor swobodny)

Wektorem swobodnym ~u nazywamy zbiór wszystkich wektorów

zaczepionych w ró»nych punktach, które maj¡ ten sam kierunek,

zwrot oraz dªugo±¢ co wektor ~u.

Rysunek 2.Wektory zaczepione i swobodne.
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De�nicja 6. (dziaªania na wektorach)

Niech dane b¦d¡ wektory −→a = [a1, a2, a3],
−→
b = [b1, b2, b3].

Sum¦ wektorów −→a i
−→
b okre±lamy wzorem:

−→a +
−→
b := [a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3].

Ró»nic¦ wektorów −→a i
−→
b okre±lamy wzorem:

−→a −
−→
b := [a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3].

Iloczyn wektora −→a = [a1, a2, a3] przez liczb¦ α ∈ R okre±lamy

wzorem:

α−→a := [αa1, αa2, αa3].

Rysunek 3. Suma i ró»nica wektorów.

Rysunek 4. Iloczyn wektora przez liczb¦.
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Twierdzenie 2. (warunek równolegªo±ci wektorów)

Wektory −→a = [a1, a2, a3] i
−→
b = [b1, b2, b3] s¡ równolegªe wtedy i

tylko wtedy, gdy

a1
b1

=
a2
b2

=
a3
b3
.
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De�nicja 7. (wektory wspóªpªaszczyznowe)

Mówimy, »e wektory −→a ,
−→
b ,−→c s¡ wspóªpªaszczyznowe, gdy istnie-

je pªaszczyzna, w której zawarte s¡ te wektory.

Twierdzenie 3. (warunek wspóªpªaszczyznowo±ci wektorów)

Wektory −→a = [a1, a2, a3],
−→
b = [b1, b2, b3] i −→c = [c1, c2, c3] s¡

wspóªpªaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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De�nicja 8. (kartezja«ski* ukªad wspóªrz¦dnych w przestrzeni)

Ukªadem wspóªrz¦dnych w przestrzeni nazywamy trzy ustalone,

wzajemnie prostopadªe proste zwane osiami, przecinaj¡ce si¦ w

jednym punkcie zwanym pocz¡tkiem ukªadu.

*René Descartes (1596-1650) - matematyk i �lozof francuski
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De�nicja 9. (orientacja ukªadu wspóªrz¦dnych)

W zale»no±ci od wzajemnego poªo»enia osi ukªadu wspóªrz¦-

dnych wyró»niamy dwie jego orientacje: ukªad prawoskr¦tny i

ukªad lewoskr¦tny.

Uwaga 1. Je»eli kciuk prawej r¦ki umie±cimy tak, aby wskazy-

waª zwrot osi x prawoskr¦tnego ukªadu wspóªrz¦dnych, to palce

wskazuj¡cy i serdeczny wska»¡ odpowiednio osie y i z. Podobn¡

interpretacj¦ ma ukªad lewoskr¦tny.
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De�nicja 10. (wersory osi ukªadu wspóªrz¦dnych)

Wektory
−→
i = [1,0,0],

−→
j = [0,1,0],

−→
k = [0,0,1] nazywamy

wersorami odpowiednio na osiach x, y i z.

Rysunek 5.Wersory osi ukªadu wspóªrz¦dnych.
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De�nicja 11. (dªugo±¢ wektora)

Dªugo±¢ wektora −→a = [a1, a2, a3] jest okre±lona wzorem:∣∣−→a ∣∣ := √
a21 + a22 + a23.

�wiczenie 2.Obliczy¢ dªugo±ci podanych wektorów:

a) −→u = [−3,0,4];
b) −→v = [

√
2,
√
3,
√
31],

c)
−→
AB, gdzie A = (2,1,−3), B = (−1,1,4).
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De�nicja 12. (iloczyn skalarny)

Niech −→a ,
−→
b b¦d¡ dowolnymi wektorami w R3. Iloczyn skalarny

wektorów −→a i
−→
b okre±lamy wzorem:

−→a ◦
−→
b :=

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosϕ,
gdzie ϕ jest k¡tem mi¦dzy wektorami −→a i

−→
b .

Twierdzenie 4. (warunek konieczny prostopadªo±ci wektorów)

Je»eli wektory −→a i
−→
b s¡ prostopadªe, to wówczas

−→a ◦
−→
b = 0.
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Twierdzenie 5. (wzór do obliczania iloczynu skalarnego)

Niech −→a = [a1, a2, a3] i
−→
b = [b1, b2, b3] b¦d¡ wektorami w R3.

Wtedy

−→a ◦
−→
b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

�wiczenie 3.Obliczy¢ iloczyn skalarny podanych wektorów:

a) −→u = [−1,2,−3], −→v = [2,0,−1];
b) −→u = [

√
2,
√
3,
√
5], −→v = [

√
8,−
√
27,0].

�wiczenie 4.Obliczy¢ k¡t mi¦dzy podanymi wektorami:

a) −→u = [3,−1,2], −→v = [4,2,−5];
b) −→u = [3,−1,2], −→v = [1,2,3].
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De�nicja 13. (orientacja trójki wektorów)

Niech −→a = [a1, a2, a3],
−→
b = [b1, b2, b3] i −→c = [c1, c2, c3] b¦d¡

wektorami w R3. Mówimy, »e wektory −→a ,
−→
b ,−→c tworz¡ ukªad o

orientacji zgodnej z orientacj¡ ukªadu wspóªrz¦dnych, je»eli∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

W przypadku, gdy podany wyznacznik jest ujemny mówimy, »e

orientacja ukªadu wektorów −→a ,
−→
b ,−→c jest przeciwna do orientacji

ukªadu wspóªrz¦dnych.
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De�nicja 14. (iloczyn wektorowy)

Niech −→a ,
−→
b b¦d¡ niewspóªliniowymi wektorami w R3. Iloczynem

wektorowym uporz¡dkowanej pary wektorów −→a i
−→
b nazywamy

wektor −→c , który speªnia warunki:

1. jest prostopadªy do pªaszczyzny rozpi¦tej na wektorach −→a i
−→
b ;

2. jego dªugo±¢ jest równa polu równolegªoboku rozpi¦tego na

wektorach −→a i
−→
b , tzn.:∣∣−→c ∣∣ = ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · sinϕ,

gdzie ϕ jest k¡tem mi¦dzy wektorami −→a i
−→
b ,

3. orientacja trójki wektorów −→a ,
−→
b i −→c jest zgodna z orientacj¡

ukªadu wspóªrz¦dnych.

Iloczyn wektorowy pary wektorów −→a i
−→
b oznaczamy przez −→a ×

−→
b .
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Twierdzenie 6. (wzór do obliczania iloczynu wektorowego)

Niech −→a = [a1, a2, a3] oraz
−→
b = [b1, b2, b3] b¦d¡ wektorami w R3.

Wtedy

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
gdzie

−→
i ,
−→
j ,
−→
k oznaczaj¡ wersory odpowiednio na osiach x, y i z.
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�wiczenie 5.Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wekto-

rów:

a) −→u = [−1,2,5], −→v = [2,0,−3];
b) −→u = [−1,−3,4], −→v = [5,6,−2].

�wiczenie 6.Obliczy¢ pola podanych obszarów:

a) równolegªobok rozpi¦ty na wektorach −→u = [0,3,−2],
−→v = [−1,2,5];
b) trójk¡t o wierzchoªkach A = (1,2,3), B = (0,−1,2),
C = (0,4,0).
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De�nicja 15. (iloczyn mieszany)

Niech −→a ,
−→
b ,−→c b¦d¡ wektorami w R3. Iloczyn mieszany uporz¡d-

kowanej trójki wektorów −→a ,
−→
b ,−→c okre±lony jest wzorem:

(−→a ,
−→
b ,−→c ) := (−→a ×

−→
b ) ◦ −→c .

Uwaga 2.Warto±¢ bezwzgl¦dna iloczynu mieszanego wektorów
−→a ,
−→
b ,−→c jest równa obj¦to±ci równolegªo±cianu V rozpi¦tego na

wektorach −→a ,
−→
b ,−→c , tzn.

|V | =
∣∣∣(−→a ,−→b ,−→c )∣∣∣ .

Rysunek 6. Równolegªo±cian rozpi¦ty na trzech wektorach.
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Twierdzenie 7. (wzór do obliczania iloczynu mieszanego)

Niech −→a = [a1, a2, a3],
−→
b = [b1, b2, b3] i −→c = [c1, c2, c3] b¦d¡

wektorami w R3. Wtedy

(−→a ,
−→
b ,−→c ) =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .
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�wiczenie 7.Obliczy¢ obj¦to±ci podanych bryª:

a) równolegªo±cian rozpi¦ty na wektorach: −→u = [1,−1,2],
−→v = [0,3,−2], −→w = [−1,5,0];
b) czworo±cian o wierzchoªkach: P = (1,1,1), Q = (1,2,3),

R = (−1,1,0), S = (0,0,1).

�wiczenie 8. Zbada¢, czy wektory −→u = [1,2,3], −→v = [−1,0,4],
−→w = [0,−2,6] s¡ wspóªpªaszczyznowe.

�wiczenie 9. Zbada¢, czy punkty A = (1,0,2), B = (5,1,5),

C = (3,−1,2), D = (1,3,5) le»¡ w jednej pªaszczy¹nie.
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