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Definicja 1. (przestrzer R3)
Przestrzenig R3 nazywamy zbiér wszystkich uporzadkowanych
tréjek (z, vy, z) liczb rzeczywistych, tzn.

R3 = {(z,y,2) : z,y,2 € R}.



Definicja 2. (punkty wspotliniowe)
Mowimy, ze punkty A, B,C przestrzeni R3 s3 wspotliniowe, gdy
istnieje prosta, do ktdrej nalezg te punkty.

Definicja 3. (punkty wspotptaszczyznowe)
Mowimy, ze punkty D, E.F G przestrzeni R3 sa wspdtptaszczy-

znowe, gdy istnieje ptaszczyzna, do ktdrej nalezg te punkty.

Rysunek 1. Punkty wspotliniowe i wspotptaszczyznowe.



Twierdzenie 1. (wspdtrzedne Srodka odcinka)
Wspotrzedne punktu S dzielagcego odcinek AB na potowy wyra-
zZajg sie wzorem :

a1 + b1 __ap+ by a3z +b3
81_T7 82_77 83_77

gdzie A = (ay1,ap,a3) i B = (b1,bp,b3).

Cwiczenie 1. Niech A = (-1,2,5) oraz B = (1,10,—-7). Obli-
czyC wspotrzedne srodka odcinka AB.



Definicja 4. (wektor zaczepiony)

Wektorem zaczepionym ﬁ nazywamy wektor o poczatku w
punkcie A i koncu w punkcie B. Jezeli A = (a1,a2,a3), B =
(bl,bg,bg,), wOWCZzas

AB = [b1 —a1,b0 — ap, b3 — az].

Definicja 5. (wektor swobodny)
Wektorem swobodnym 4 nazywamy zbidr wszystkich wektordow
zaczepionych w roznych punktach, ktére majg ten sam kierunek,
zwrot oraz dtugosSC co wektor .

Rysunek 2. Wektory zaczepione i swobodne.



Definicja 6. (dziatania na wektorach) R
Niech dane beda wektory @ = [a1,an,a3], b = [by, bo, b3].

Sume wektoréw @ i b okreslamy wzorem:
@+ b = [a1 + b1, ap + bs, az + ba).
%
R6znice wektordw a i b okreSlamy wzorem:

—
d — b :=la1 —by,ap — by, a3 — b3].
Iloczyn wektora @ = [a1,an,a3] przez liczbe o € R okreslamy
wzorem:
ad = [aa1, aan, aas).

Rysunek 3. Suma i roznica wektorow.

Rysunek 4. Iloczyn wektora przez liczbe.



Twierdzenie 2. (warunek rownolegtosci wektoréw )
N .= . :
Wektory d = [aq,an,a3] i b = [by,bo,b3] s rownolegte wtedy i
tylko wtedy, gdy
a; ap a3z

by by b3




Definicja 7. (wektory Wipéfp%aszczyznowe)
Mowimy, ze wektory @, b, ¢ sa wspotptaszczyznowe, gdy istnie-
je ptaszczyzna, w ktorej zawarte sg te wektory.

Twierdzenie 3. (warunek wspdtptaszczyznowosci wektordow)
Wektory @ = [a1,ap,as], b = [b1,b2,b3] | @ = [c1,c0,c3] 52
wspotptaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy

a3 az a3z
by by b3y |=0.
c1 C2 c3




Definicja 8. (kartezjanski* uktad wspotrzednych w przestrzeni)
Uktadem wspotrzednych w przestrzeni nazywamy trzy ustalone,
wzajemnie prostopadte proste zwane osiami, przecinajace sie w
jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu.

*René Descartes (1596-1650) - matematyk i filozof francuski



Definicja 9. (orientacja uktadu wspotrzednych)

W zaleznosSci od wzajemnego potozenia osi uktadu wspotrze-
dnych wyrdzniamy dwie jego orientacje: uktad prawoskretny i
uktad lewoskretny.

Uwaga 1. Jezeli kciuk prawej reki umiescimy tak, aby wskazy-
wat zwrot osi x prawoskretnego uktadu wspotrzednych, to palce
wskazujacy i serdeczny wskazg odpowiednio osie y i z. Podobng
interpretacje ma uktad lewoskretny.



Definicja 10. (wersory osi uktadu Wspéﬁ;zednych)
Wektory i = [1,0,0], 7 = [0,1,0], K = [0,0,1] nazywamy

wersorami odpowiednio na osiach z,y i z.

Rysunek 5. Wersory osi uktadu wspotrzednych.
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Definicja 11. (dtugos¢ wektora)

D+ugos$¢ wektora @ = [aq,an, as] jest okreslona wzorem:
1,a2,0a3

|E>} = \/a% —I—a% —I—a%.

Cwiczenie 2. Obliczy¢ dtugosci podanych wektorow:
a) ¥ =[-3,0,4];

b) ¥ = [v2,V3,V31],

c) AB, gdzie A= (2,1,-3), B=(—1,1,4).
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Definicja l}2. (iloczyn skalarny)
Niech 7, b bedag dowolnymi wektorami w R3. Iloczyn skalarny

) i )
wektorow @ i b okreslamy wzorem:
— —
dob = ]7{-‘b‘-cosw,
. . . =
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami @ i b .

Twierdzenie 4. (wigunek konieczny prostopadtosci wektordw)
Jezeli wektory @ i b sg prostopadte, to wowczas

%
dob =0.
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Twierdzenie 5. (wzor do_)obliczania iloczynu skalarnego)
Niech @ = [a1,a2,a3] i b = [by,bo,b3] beda wektorami w R3.
Wtedy

_>
@ o b =aib; + axbs + azbs.

Cwiczenie 3. Obliczy¢ iloczyn skalarny podanych wektorow:
a) 7 — [_1727 _3]r 7 — [2707 _1]r
b) ¥ = [v2,V3,V5], ¥ =[vV8,—v27,0].

Cwiczenie 4. Obliczy¢ kat miedzy podanymi wektorami:
a) U =[3,-1,2], ¥ = [4,2,-5],
b) W =[3,-1,2], ¥ = [1,2,3].
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Definicja 13. (orientacja trojki wektorow)

Niech E) = [&1,&2,&3], ? = [bl,bg,b:g] i ? = [61,62,63] beda
wektorami w R3. Mowimy, ze wektory @, b, @ tworza ukfad o
orientacji zgodnej z orientacjg uktadu wspotrzednych, jezeli

a1 a» a3z
by b bz | > 0.
C1 €2 C3
W przypadku, gdy podany wyznacznik jest ujemny mowimy, ze
orientacja uktadu wektoréw @, b, @ jest przeciwna do orientacji
uktadu wspotrzednych.
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Definicja 14. (iloczyn wektorowy)

Niech 7,? beda niewspdtliniowymi wektorami w R3. Iloczynem
wektorowym uporzadkowanej pary wektorow o i 3} nazywamy
wektor @, Ktéry spetnia warunki:

k} jest prostopadty do ptaszczyzny rozpietej na wektorach |
b;

2. jego dtugos
wektorach o i

jest rowna polu rownolegtoboku rozpietego na

S O

‘ - Sin o,

gdzie ¢ jest katem miedzy wektor_a)ml o i b,
3. orientacja tréjki wektoréw @, b i ¢ jest zgodna z orientacja
uktadu wspotrzednych.

Iloczyn wektorowy pary wektoréw o

= —
i b oznaczamy przez @ x b .
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Twierdzenie 6. (wzor do obliczania iloczynu wektorowego)

_>
Niech @ = [a1,a5,a3] oraz b = [bq,bo, b3] beda wektorami w R3.
Wtedy

(2|
%
7Xb= a’l a,2 a,3,
by by b3
gdzie 1, j

, k oznaczajg wersory odpowiednio na osiach x,y i z.
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Cwiczenie 5. Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wekto-
row:

a) 4 =[-1,2,5], ¥ =[2,0,-3];

b) 4 =[-1,-3,4], ¥ = [5,6,—2].

Cwiczenie 6. Obliczy¢ pola podanych obszarow:

a) rownolegtobok rozpiety na wektorach @ = [0,3, —2],
o =[-1,2,5];

b) trojkat o wierzchotkach A = (1,2,3), B=(0,-1,2),
C =(0,4,0).
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Definicja_>15. (iloczyn mieszany)
Niech @, b, @ beda wektorami w R3. Iloczyn mieszany uporzad-

kowanej trojki wektoréw @, b, @ okreslony jest wzorem:

(@.5,2):=(d x b)oC.

Uwaga 2. WartoSC bezwzgledna iloczynu mieszanego wektorow

E), b ,? jest rowna objetosci rownolegtoScianu V' rozpietego na

%
wektorach @, b, 7, tzn.

_>
Vi=|(@ b, ).
Rysunek 6. Rownolegtoscian rozpiety na trzech wektorach.
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Twierdzenie 7. (wzor do_}obliczania iloczynu mieszanego)
Niech @ = [a1,a,a3], b = [b1,b2,b3] i @ = [c1,c0,c3] beda
wektorami w R3. Wtedy

alp a2 asg
_>

(d,b,7)= by by b3
C1 €2 C3
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Cwiczenie 7. Obliczy¢ objetosci podanych bryt:

a) rownolegtoscian rozpiety na wektorach: W = [1,—1,2],

o =1[0,3,-2], ¥ =[-1,5,0];

b) czworoscian o wierzchotkach: P = (1,1,1), Q@ = (1,2,3),
R=(-1,1,0), S=(0,0,1).

Cwiczenie 8. Zbadaé, czy wektory W = [1,2,3], ¥ = [-1,0,4],
W = [0,—2,6] sa wspdtptaszczyznowe.

Cwiczenie 9. Zbadaé, czy punkty A = (1,0,2), B = (5,1,5),
C =(3,-1,2), D=(1,3,5) lezg w jednej ptaszczyznie.
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