Optymalizacja nieliniowa

CzeSC I. Optima funkcji jednej zmiennej bez ograniczen
Wprowadzenie

Metody bezpoSredniego przeszukiwania

Wstepne oszacowanie przedziatu poszukiwan

Metody gradientowe



WPROWADZENIE

Optymalizacja - dziedzina matematyki zajmujgca sie znajdowa-
niem minimow i maksimow wyrazenia nazywanego funkcja celu
(lub kryterium jakosSCi, kryterium optymalizacji, funkcjonatem ja-
koSci).



Rys historyczny

III wiek p.n.e (Euklides) - poszukiwanie najkrotszej drogi t3-
czacej dwa punkty

XVIII/XIX wiek (Gauss) - metoda najwiekszego spadku (pierw-
sza technika optymalizacyjna)

pierwsza potowa XX wieku (Goerge B. Dantzig) - programo-
wanie liniowe, algorytm sympleks (,,0jciec’” terminu optyma-
lizacja)

druga potowa XX wieku - rozkwit teorii optymalizacji (sty-
mulowany rozwojem technik komputerowych)



Ogolny sposob postepowania dla zagadnien optymalizacyjnych

e Opracowanie modelu matematycznego analizowanego procesu

e zdefiniowanie funkcji celu (i ewentualnie ograniczen)

e poszukiwanie optymalnego rozwigzania (zastosowanie jednej
z metod optymalizacji)



Zatdzmy, ze dane s3a:

e funkcja celu f: R™ — R,

e zbi6r X, C R".

Zadaniem optymalizacji (programowania matematycznego) jest
poszukiwanie takiego elementu z%P! ¢ X, ze

f(zP) < f(z) dla kazdego z € Xy (poszukiwanie minimum)

lub
f(z°PY) > f(z) dla kazdego =z € Xy (poszukiwanie maksimum)
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Algorytmy optymalizacyjne (algorytmy numeryczne) wyznaczaja
pewne rozwigzanie z*, ktére ma by¢ przyblizeniem optimum glo-
balnego, tzn. wartos¢ f(xz*) powinna byC dobrym przyblizeniem
wartosci f(x°P?).

Uwaga. Znalezione optimum globalne (minimum albo maksi-
mum) jest globalne jedynie (!) na zbiorze X,;. Moze nie byC to
otimum globalne w catej dziedzinie.



Problemy z ekstremami lokalnymi

W sytuacjach praktycznych czesto w obszarze poszukiwan
oprécz minimum (maksimum) globalnego wystepujg réwniez
minima (maksima) lokalne, w ktdrych funkcja celu przyjmuje

wartosC ,,gorszg’” niz w optimum globalnym.

Wystepowanie w obszarze poszukiwan wiecej niz jednego
ekstremum jest problematyczne, poniewaz algorytmy
optymalizacyjne ,,grzezng” w tych ekstremach lokalnych i nie
docierajg do ekstremum globalnego.

Uwaga. Wszystkie algorytmy optymalizacyjne znajduja
zazwyczaj ekstrema lokalne (albo w najgorszym razie nie
znajduja niczego).



Optima funkcji jednej zmiennej

Na potrzebe na dalszej czeSci wyktadu ograniczymy sie teraz
do przypadku jednowymiarowego. O funkcji celu f : X — R
bedziemy zaktadal, ze jest ciggta. Uwarunkowane to jest tym,
ze znalezienie optimum funkcji nieciggtej jest trudne i wymaga
stosowania ztozonych algorytmow.

Przyktad 1. Dla funkcji

_|2?+3 dla z#1
f(x)_{ 2 dla z=1

wszystkie podstawowe algorytmy, zastosowane do przedziatu [—1, 2]
wskazga minimum w punkcie x = 0. Nie jest to zgodne z prawdg,
poniewaz minimum globalne w tym przedziale znajduje sie w punk-
ciex =1.



W dalszej czeSci wyktadu ograniczymy sie tylko i wytacznie do
zaprezentowania metod optymalizacyjnych stuzacych do wyzna-
czenia minimum funkcji celu.

Uwaga. Rozwiazanie optymalne z°Pt jest minimum globalnym
funkcji celu f wtedy i tylko wtedy, gdy z°P! jest maksimum glo-
balnym funkcji —f.



Warunki stopu

W zastosowaniach praktycznych metod optymalizacyjnych rzad-
Kim jest przypadek, kiedy trafiamy dokftadnie na rozwigzanie
optymalne dajgce rzeczywiste minimum funkcji celu. Jest to spo-
wodowane, m. in. ograniczong dokfadnoscig arytmetyki nume-
rycznej z jakiej korzystamy w technikach komputerowych. Dla-
tego tez musimy zadowoli€ sie rozwigzaniem bliskim, w sensie
przyjetych kryteridow, rozwigzaniu optymalnemu. NajczesSciej sto-
sowanymi warunkami stopu (kryteriami oceny jakoSci rozwigzania
przyblizonego) sg testy zbieznosci:

° ||a;(z'+1) _ w(i)||2 <6,

o [f(altD) — faD)| <e.



METODY BEZPOSREDNIEGO PRZESZUKIWANIA
(metody bezgradientowe)

Algorytmy bezgradientowe

e korzystajq jedynie ze znajomosSci wartosci funkcji celu

e Charakteryzuja sie wzgledng prostota

e Nie wymagajg obliczania wartosci pochodnych funkcji celu
(co moze by¢ duza zalety)

e zazwyczaj sg wolno zbiezne (potrzebujg wiekszej liczby ite-
racji).
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Funkcja unimodalna
Definicja 1. Funkcja ciagta jednej zmiennej jest unimodalna, gdy
istnieje punkt c taki, ze f jest malejgca dla < ¢ | rosngca dla

x > C.

Uwaga. W praktyce wystarczy nam znajomosSC faktu, ze mini-
malizowana funkcja jest unimodalna na przedziale.
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Metoda przeszukiwania potrojnego

Niech dana bedzie ciggta i unimodalna funkcja f : R — R dla
ktorej szukamy minimum w przedziale [a, b].

Wybieramy dwa punkty c,d € (a,b) (c < d) tak, aby dzielity prze-
dziat [a,b] na trzy réwne czesci, tzn.

c=(2a+0b)/3
d = (a+ 2b)/3.
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Zauwazy, ze wyjsciowy przedziat [a,b] mozemy zawezi€ porow-
nujac wartosci funkcji f w punktach ¢ i d, mianowicie:

o jezeli f(c) < f(d), wéwczas minimum lezy w przedziale [a, d]

o jezeli f(c) > f(d), wéwczas minimum lezy w przedziale [c, b]

e jezeli f(c¢) = f(d), wéwczas minimum lezy w obu powyzszych
przedziatach (mozemy dowolnie wybra¢ jeden z nich).

Powyzsze rozumowanie mozemy kontynuowalC dla tak zawezo-
nego przedziatu, w efekcie otrzymujac jeszcze wezszy przedziat.
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Zatdézmy dalej, ze oczekujemy, ze obliczone minimum funkcji celu
bedzie oszacowane z doktadnosciag . Oznacza to, ze jezeli z*
przybliza doktadne minumum z(°Pt) to wymagamy aby

2(Pt) _ 2% < ¢

Zatem opisany wyzej proces skracania poczatkowego przedziatu,
trzeba bedzie wielokrotnie powtarzaC do momentu kiedy krance
zawezonego przedziatu [a,b] bedg spetniaty warunek

b—a < 2e.

Wtedy warunek ten spetniony jest przez punkt

= (a+1b)/2.
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Metoda ztotego podziatu

Bardziej efektywnym sposobem doboru punktdow poSrednich, ktore
wyznaczajga podziat przedziatu poszukiwan jest tzw. przeszuki-
wanie wedtug ztotego podziatu. Idea metody opiera sie na za-
tfozeniu, ze w kazdym kroku obliczen dtugoSC przedziatu zmniegj-
szana jest w statym stosunku rownym o, gdzie

\FQ_ L ~ 06180330 (ztota liczba).

o =
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Przypomnienie. Ztota liczba jest to dodatnia liczba niewymierna

bedaca rozwiazaniem réwnania z2 —xz — 1 = 0 réwna

14++5
2

Czasami ztota liczba okreSla sie tez liczbe odwrotng

1 2 V5 —1

o 14++v5 2

= p—1~0.6180339.
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Niech dana bedzie ciggta i unimodalna funkcja f : R — R dla kto-
rej szukamy minimum w przedziale [a,b]. W startowej (zerowej)
iteracji przyjmujemy:

a0 = ¢ i p(0) = b,

a nastepnie wybieramy dwa rézne punkty ¢(9) d(0) ¢ [4(0) p(0)]
takie, ze ¢(0) < q(0)

Przedziat poszukiwan ma zmniejszaC sie, z iteracji na iteracje,
w statym stosunku «. Oznacza to, ze w kazdej iteracji, wybrane
punkty posrednie (¥, d(Y) musza dzieli¢ i-ty przedziat [a(¥), b(D)]
tak, aby spetniony byt warunek
p(@) —_ (0 q0) _ 40)
b — o — 5@ — g

— (.
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Z ostatniego warunku mozemy wyznaczy¢ wartosci punktéw (¥
i d(9) w kazdej iteracji, mamy

) — p(d) _ (b(’i) _ a(i)) = aa + (1 — a)b D,
dD) = ¢ 1 ¢ (b(i) _ a(i)) = (1 —a)a' + ab(D.
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Jezeli w 1-tej iteracji zachodzi

F(cD) < £(d),
WOWCZas W nastepnej iteracji poszukiwania beda prowadzone w prze-
dziale [a(?), d()]. Bedziemy wtedy mieli
(1) — a(i),
plitl) — g()
At — G +1) +(1— Oé)b(i—kl),
dUTD) = (1 - )al D 4 0plF+D) = (1 — 0)a®D 4+ dD = ... = ),
Uwaga. Jak wida¢ w (i 4+ 1)-szej iteracji jest potrzeba wyzna-

czenia tylko jednego (!) nowego punktu, tzn. cit1)  pozostate
punkty znamy z poprzedniej iteracji.
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Analogiczna sytuacja ma miejsce, jezeli w ¢-tej iteracji zachodzi

£y > £(dD).
Wtedy w nastepnej iteracji poszukiwania bedg prowadzone w prze-
dziale [¢() p()]. Bedziemy wtedy mieli
ot — (@)
plit1l) — ().
D) — 400D (1 = )bl D = 4@ 4 (1 — a)pD = ... = g
dUTD) = (1 — @)oY 4 oplit1),

Uwaga. W tym przypadku w (i + 1)-szej iteracji jest rowniez
potrzeba wyznaczenia tylko jednego nowego punktu, tzn. d(t+1),
Pozostate punkty sg juz znane z poprzedniej iteracji.
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IstotnosS¢ wyboru parametru o

ZwWroCmy uwage, ze wybor wartosSci parametru o nie jest do-
wolny. Okazuje sie, ze powyzszy algorytm moze dziataC jedynie
dla ,,ztotej liczby".

Dla pierwszego przypadku, w (i + 1)-szej iteracji mamy
gG+1) _ G+ G) _ ) 1—«
PTG _ GGt T ) _ @ T T T T
Stad otrzymujemy rownanie
o +a—1=0,
ktorego jedynym dodatnim rozwigzaniem jest ztota liczba
V5 —1
5
Dla drugiego przypadku sytuacja jest podobna.

o =
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Metoda Fibonacciego

Metoda Fibonacciego, podobnie jak dwie wczeSniejsze, opiera sie
na idei zawezania poczatkowego przedziatu poszukiwan. Wyj-
Sciowy przedziat poszukiwan o dtugosci L zawezamy az do uzy-
skania przedziatu finalnego dtugosci e, co odpowiada zaktadanej
doktadnosci obliczen. Zawezanie odbywa sie w oparciu o zalez-
nosci dyktowane przez wyrazy ciggu Fibonacciego.

pi+1) _ ,(i+1)
W metodzie tej stosunek dtugosci e 0 nie jest staty,
—

lecz zmienia sie w kazdej iteracji w zaleznosci od kolejnych liczb
W ciggu Fibonacciego.
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Przypomnienie. Ciggiem Fibonacciego nazywamy cigg liczb na-
turalnych ¢q1, ¢o, ..., gdzie ¢1 = ¢p> = 1, a dalsze wyrazy s3a
okreSlone zaleznoscia:

Op+4+2 = Pnt1 T &n,
czyli wyrazami ciggu Fibonacciego sa liczby:
1,1,2,3,5,8,13,... .
Cigg Fibonacciego mozemy przedstawiC rowniez jawnie, wtedy
s (27 -1
V5 2 2 '

On =
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Na etapie wstepnym ustalamy poczatkowy przedziat poszukiwan
[a,b], a nastepnie dla zadanej doktadnosci obliczen & szukamy
najmniejszego wyrazu ciggu Fibonacciego ¢, dla ktdorego spet-
niona jest nierownoscC:

L

gdzie L = b — a.
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Kolejny etap polega na iteracyjnym zmniejszaniu dtugosci prze-
dziatu poszukiwan, az do uzyskania zadanej doktadnosci. Zmniej-
szanie to odbywa sie wedtug nastepujgcej zasady.

W i-tej iteracji wewnatrz przedziatu [a(®), ()] umieszczamy sy-
metrycznie dwa punkty ¢ i d(® tak, aby spetniona byta zalez-
NOSC:

L) _ () — (D) _ ) (2)
Spetnianie tej zaleznosSci przez punkty wewnetrzne oznacza, ze

muszg byC one rowno oddalone od koncow aktualnhego przedziatu
poszukiwan.
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Punkt wewnetrzny (%) wybieramy w nastepujacy sposob:
e = 5D — g0 () — o),

Pl—i—1

Ok—i
ciggu Fibonacciego spetniajacego nierédwnos¢ (1).

gdzie B(i) — , a k jest numerem najmniejszego wyrazu

Potozenie punktu d(®) mozemy wyznaczyC na podstawie zalezno-
sci (2), mianowicie

4 — @) 4 (D) _ ),
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Ogodlnie, w i-tej iteracji mamy obliczone punkty ) <« 4 W celu
wybrania odpowiedniego (zawezonego) przedziatu do dalszych
poszukiwan minimum, porownujemy wartosci funkcji celu w tych
punktach. Moga wystapi€ dwa przypadki.

Jezeli f(c(D) < £(dD), wéwczas w nastepnej iteracji poszukiwa-
nia beda prowadzone w przedziale [a(?),d(!)]. Bedziemy wtedy
mieli

LD = () D) = ),

Y

Jezeli natomiast f(c() > £(d¥), wtedy w nastepnej iteracji po-
szukiwania beda prowadzone w przedziale [¢(?),5()]. Bedziemy
wtedy mieli

QD) — (D i+ — (@),
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W metodzie Fibonacciego z gory mozna ustaliC liczbe iteracji
potrzebnych do osiggniecia zadanej dokfadnosci optymalizacji.

W kazdym kroku iteracji poczagtkowy przedziat jest skracany
O odpowiedni utamek. I tak w i-tej iteracji dtugosSC zaktuali-
zowanego przedziatu bedzie wynosic:

(D) 1) — PE—i-1 (6D — o).
Pr—i
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Jezeli k jest numerem wyrazu w ciggu Fibonacciego, spetniaja-
cego warunek (1), wtedy po wykonaniu k£ — 2 iteracji poczgtkowy
przedziat bedzie miat dtugosc:

Pk—1 Pk—2 Pik-3 @.@.(b_a)zb_a.

O Pp_1 Pk G4 P3 bk

Na podstawie (1) mamy zatem

b—a

Ok
Oznacza to, ze w k — 2 iteracji aktualny przedziat, w ktorym
znjduje sie minimum, ma d{fugosSC mniejsza od zadanej doktad-
Nnosci «.

< €.
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Ponadto w ostatniej iteracji (tzn. dla ¢ = k£ — 3, poniewaz zaczy-
namy iterowanie od 1 = 0) mamy

(k=3) Ph—(k-3)-1 _ ¢2 _ 1
Pe—(k-3)  ¢3 2
co implikuje, ze

S(E=3) — 4(k—3)

Oznacza to jednoczeSnie, ze ostatni zdublowany punkt wewnetrzny
c(k=3) aktualnhego przedziatu poszukiwan jest jego Srodkiem. Mo-
zemy go zatem uzyC jako dobre przyblizenie doktadnego mini-
mum.
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Uwaga. Nalezy wzigC pod uwage fakt, ze k — 2 iteracje sg wy-
starczajagce w przypadku, gdy obliczenia sg Sciste. W praktyce,
ze wzgledu na btedy zaokraglen, nie zawsze daje sie to uzyskac.
Z tego powodu, aby zapewni€ wymagang doktadnosSC, nieznacz-
nie zwieksza sie liczbe iteracji, np. o jedna.
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Metoda oparta na interpolacji Lagrange’a

Metoda ta korzysta z faktu, ze kazda funkcje mozemy lepiej lub
gorzej przyblizyC wielomianem stopnia drugiego. Metoda jest
efektywna dla funkcji, ktorych wykres jest zblizony do paraboli.
Dla innych funkcji bedzie ona mato skuteczna albo wrecz roz-
biezna.

W kazdym kroku algorytmu obliczane sg wartosci funkcji celu
w trzech punktach (w kroku zerowym s3 to zazwyczaj poczatek,
Srodek i koniec przedziatu poszukiwan). Przez te punkty prowa-
dzony jest wielomian stopnia drugiego wyznaczany W oparciu
O WwzOr interpolacyjny Lagrange'a. Minimum tego wielomianu
wyznacza czwarty punkt pozwalajacy zawezi€ przedziat poszuki-
wan.
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Niech dana bedzie ciggta | unimodalna funkcja f : R — R dla
ktorej szukamy minimum w przedziale [a,b]. Zatdézmy, ze w i-
tej iteracji mamy trzy punkty a < ¢ < b oraz ze znamy wartosci
f(a), f(e), f(b). Wyznaczamy wielomian drugiego stopnia prze-
chodzacy przez te punkty, mamy

_5 5 (=i 2)
w@=Y s I =5
k=1 =12k (Tj = Z)

gdzie r1 = a,xo = c,x3 = b.

Wielomian ten osigga minimum w wierzchotku paraboli, tzn. dla

d = 1 : f(a)(c2 - b2) + f(c)(b2 — CL2) —+ f(b)(a2 _ (32)
2 f@(e-0)+fQb-a)+fO)(a—c)
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Uwaga. Jezeli wyznaczony punkt d jest poza zbiorem (a, c)U(c, b),
wtedy algorytm nie jest zbiezny. Jest to spowodowane tym,
ze dla d = ¢ mamy tylko trzy punkty podziatu i nie mozemy
zaweziC przedziatu poszukiwan. A w pozostatych przypadkach
wypadamy poza przedziat poszukiwan.

Zatdézmy, ze d € (a,c)U(c,b). Jezeli znamy wartosS¢ f(d) mozemy

zaweziC przedziat poszukiwan i powtorzyC procedure. Zawezanie
przedziatu odbywa sie w nastepujacy sposob:

34



Jezeli ) < dD < (D oraz £(dW) < £(c(D), wéwczas
D) — o)
Li+1) — i)
PG+ — ()

Jezeli ) < dD < (D oraz £(dD) > f(cD), wéwczas
Ll — (),
Li+1) — (),
plit+1l) — (i)
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Jezeli ¢ < dD < p(D oraz £(dD) < £(cD), wéwczas
QD) — ()
L(i1) — i)
plit+1) — p(i)

Jezeli ¢ < dD < (D oraz £(dD) > F(D), wéwczas
QD) — ()
Li+1) — (),
plit+1) — 4()
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Jezeli dtugosé przedziatu [a(?), b(1)] maleje w kolejnych iteracjach,

to metoda jest zbiezna do minimum funkcji celu w przedziale
[a(0) ()],

Zawezanie przedziatu poszukiwan kontynuujemy w opisany Spo-
sOb do momentu, az dtugosC tego przedziatu bedzie mniejsza od
zadanej doktadnosci e.

W opisane] metodzie sugeruje sie rozszerzenie warunku stopu
o0 dodatkowy sktadnik

d() — qG=D| <+,
Spowodowane jest to tym, ze w niektdorych sytuacjach zwezenia
przedziatu [a(?), ()] sa nieznaczne, poniewaz punkty d(¥) niewiele
sie zmieniaja w kolejnych iteracjach. Uwaga. Wspotczynnik do-
ktadnosSci v powinien by¢ duzo mniejszy niz € (np. 100 razy).
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WSTEPNE OSZACOWANIE PRZEDZIALU
POSZUKIWAN

Zaprezentowane wyzej metody poszukujga minimum lokalnego
funkcji na zadanym przedziale. W sytuacjach w ktdorych wiemy,
ze funkcja celu posiada minimum na zbiorze R i chcemy je zna-
lezC, potrzebujemy odpowiedniego przedziatu startowego. Zty
(przypadkowy) wybor przedziatu poczagtkowego w procedurze opty-
malizacyjnej, moze spowodowacC, ze nie bedzie ona zbiezna.

Przedstawione ponizej metody ekspansji stuzg do wstepnego okre-
Slenia przedziatu [a,b], w ktorym znajduje sie minimum funkcji
unimodalnej.
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Metoda ekspansji

Metoda rozpoczyna poszukiwania od punktu xzg = 0. Startu-
jemy podajac dowolny punkt xz1 > 0 i wspdofczynnik ekspansji

a > 1. Nastepnie obliczamy i porownujemy wartosci funkcji f
W punktach zg i x7.

Mozliwe s3g trzy przypadki:

1. Jezeli f(xzg) = f(x1), to poszukiwane minimum znajduje sie
w przedziale [xq, z1].

2. Jezeli f(xzg) > f(z1), to kierunek poszukiwan minimum jest
dobry i nastepny punkt wybieramy w tym samym Kierunku, tzn.

To2 = Qx7.-

Uwaga. Zauwazmy, ze musi by¢ o« > 1 (1), aby zapewni¢ ekspan-
sje kolejnych punktéw (przyrost dtugosci kolejnych krokdw).
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Jezeli f(z1) < f(xp), to konczymy poszukiwania poniewaz mini-
mum musi znajdowac sie w przedziale [zg, z>5].

Jezeli natomiast f(x1) > f(x2), to poszukiwania kontynuujemy
w tym samym kierunku, a kolejne punkty obliczmy wedtug
WZOru:

— .
xi—|—1 — 0 Ty,

gdzie i = 2,3,...,m s3 numerami kolejnych krokdw (iteracji).
Poszukiwania kontynuujemy do momentu znalezienia takiego punktu
dla ktdrego spetniony bedzie warunek:

f(x;) < flzig1),

poniewaz wtedy mozemy stwierdzi€, ze minimum znajduje sie
W przedziale [x;_1,%;41].
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3. Jezeli f(zg) < f(z1), to kierunek poszukiwan nie jest dobry
i minimum nalezy poszukiwaC w kierunku przeciwnym (na lewo
od 0). Przyjmujemy zatem

r1 .— —I1
Jezeli wowczas

f(z1) = f(zo),

to nastepuje koniec poszukiwan, poniewaz minimum musi znaj-
dowac sie w przedziale [z1,—xz1]. W przeciwnym wypadku po-
szukiwania sg prowadzone w Kierunku ujemnym, analogicznie jak
wyzej dla pkt. 2.
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Metoda ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna (BDS)
(dwupunktowa)

W zastosowaniach praktycznych ustalenie wstepnego przedziatu
poszukiwan w otoczeniu zera moze nie byC mozliwe. Zasadna
jest modyfikacja algorytmu ekspansji dla punktu poczatkowego
roznego od zera.

Taka modyfikacje zawiera algorytm zaproponowany przez Boxa,
Daviesa i Swanna. ROznica w stosunku do wczeSniejszego al-
gorytmu ekspansji polega na tym, ze startujemy z dowolnego
punktu xg, a wspotczynnik ekspansji jest stale rowny 2.
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Minimum funkcji moze znajdowac sie zarOwno na prawo, jak i na
lewo od punktu xg. Dlatego bedziemy testowalC wartosci funkdji
celu po obu jego stronach.

Poszukiwania zaczynamy od sprawdzenia otoczenia prawostron-
nego punktu zqg, tzn. porownujemy wartosci funkcji w punktach:

zi41 = zg + 26,

gdzie 6 oznacza ustalong z gory dtugosSC kroku, a + = 0,1,2,...
Poszukiwanie prowadzimy tak dtugo, az natrafimy na punkt w kto-
rym spetniony bedzie warunek:

flxig1) = f(=x;).
Punkt z;4 1 wyznacza gorng granice przedziatu poszukiwan, tzn.

b = a:z-_l_l.
43



Dolng granice przedziatu poszukiwan wyznaczamy w podobny
SposOb, przy czym w procesie iteracyjnym wykorzystujemy wzor:

:cz-+1=a:0—2i5, 1=0,1,2,... .

Proces poszukiwania dolnej granicy prowadzimy do momentu
znalezienia punktu w ktorym ponownie

flxig1) = f(x;).
Punkt ten wyznacza dolng granice przedziatu poszukiwan, tzn.

a — xi—l—l'

44



Metoda ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna (BDS)
(trojpunktowa)

Startujemy od podania dowolnego punktu xg i dtugosci kroku
poszukiwan §. Procedura rozpoczyna dziatanie od pordwnania
wartosci funkcji f w trzech punktach: zg — d, xg, g + 9.

Mozliwe s3g trzy przypadki:
1. Jezeli w punkcie xg wartosSC funkcji jest mniejsza niz w po-
zostatych dwoéch punktach, to w przedziale [xg — 6,z + 6] musi
znajdowacC sie poszukiwane minimum.
2. Jezeli w punkcie xzg wartosC funkcji jest wieksza niz w po-
zostatych dwoch punktach, to w przedziale [xg — §,zg9 + 6] musi
znajdowacC sie maksimum lokalne - procedura przerywa dziatanie.
3. Ostatnim przypadkiem jest sytuacja kiedy wartosSC funkcji celu
W punkcie xg lezy pomiedzy wartoSciami w pozostatych punktach
- tutaj rozpoczyna sie ekspansja.
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Ekspansja odbywa sie w kierunku spadku wartosci funkcji, tzn.
w lewo lub w prawo na osi liczbowej. Zatdozmy, ze zachodzi

flxzg —96) < f(zo) < f(zo +9).

Oznacza to, ze kierunek poszukiwan minimum bedzie ujemny
(minimum znajduje sie na lewo od xq).

Wyznaczamy teraz kolejne trzy punkty, w ktdorych porownamy
wartosci funkcji celu. Punkty te wyznaczamy wedtug zasady:

r1 — XQ,
xo = xg — O,
x3 =x9 — 2 0.
Uwaga. Dwa punkty mamy juz z poprzedniego etapu - musimy

wyznaczyC tylko trzeci.
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Ogodlnie, jezeli w i-tej iteracji ekspansji mamy trzy punkty
(i) (3) ()

L1 Lo L3
dla ktorych zachodzi
F(@$) < f@$) < i),

wtedy w kolejnej iteracji porownujemy wartosci funkcji f w punk-
tach

D = L0
20D — 5O

ach_l) = xg — L. 5.

Uwaga. Dwa punkty i wartosSci funkcji f w tych punktach znamy
Z poprzedniej iteracji.
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Jezeli w ktorejs iteracji otrzymamy

@) > £,

to algorytm konczy dziatanie z sukcesem - minimum znajduje sie
w przedziale [a:gk),:cgk)].

Analogicznie postepujemy kiedy wartosci funkcji malejg w kie-
runku dodatnim, tzn.

flzo —6) > f(zo) > f(zo +96).

Minimum musi znajdowac sie na prawo od xzg - robimy ekspansje
W Prawo.
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METODY GRADIENTOWE

Metody przedstawione wyzej, do swego dziatania, wykorzysty-
waty jedynie wartosci badanej funkcji. Algorytmy gradientowe
do wyznaczania minimum funkcji celu potrzebujg informacji o jej
pochodnej.

Metody gradientowe s3 zazwyczaj szybciej zbiezne, ale ich ogra-
niczeniem jest koniecznoSC spetniania warunku rozniczkowalnosci
przez minimalizowang funkcje.
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Metoda bisekcji

Algorytm bisekcji, wykorzystywany do wyznaczania miejsc zero-
wych dowolnej funkcji, moze byC rowniez stosowany do poszuki-
wania minimum funkcji celu.

Metoda bisekcji jest najprostszym algorytmem dgradientowym.

Poszukuje ona minimum lokalnego funkcji f na zadanym prze-
dziale [a,b].
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Niech dana bedzie rozniczkowalna i unimodalna funkcja f : R —
R dla ktérej szukamy minimum w przedziale [a,b]. Algorytm
bisekcji dziata na zasadzie zawezania poczatkowego przedziatu
poszukiwan do momentu osiggniecia takiej jego dtugosci, ktora
odpowiada zadanej doktadnosci e.

Zawezanie odbywa sie w nastepujacy sposob. W biezacym prze-
. . _ a-+b
dziale [a,b ] wyznaczamy jego Srodek, tzn. punkt m =

i obliczamy f'(m).
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Moga wystapic€ trzy przypadki:

- jezeli f'(m) < 0, to minimum musi znajdowaC sie w prze-
dziale [m,b];

- jezeli f'(m) > 0, to minimum musi znajdowa sie w prze-
dziale [a,m];

- jezeli f'(m) = 0, to sytuacja jest nieco bardziej ztozona. Jezeli
dodatkowo wiemy, ze funkcja jest wypukta, to mozemy stwier-
dzi€, ze minimum znajduje sie w punkcie m. Jezeli tego nie
wiemy, to mozemy nieznacznie zaburzyC m i kontynuowacC obli-
czenia z tak skorygowanym punktem.

Nastepnie powtarzamy powyzsze rozumowanie dla zaktualizowa-
nego przedziatu poszukiwan, az do osiggniecia zadanej doktad-
NOSCi.
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Uwaga. Algorytm bisekcji do zawezenia przedziatu poszukiwan,
w kazdej iteracji, potrzebuje tylko jednego punktu wewnetrznego
- inaczej niz ma to miejsce dla metod bezgradientowych.

Uwaga. W metodzie bisekcji, w kazdej iteracji przedziat poszu-
kKiwan jest skracany o potowe. Algorytm wydaje sie byC zatem
szybszy od poprzednio podanych. Tak rzeczywiscie jest jezeli
znamy pochodng funkcji f i koszt obliczenia wartosci pochodnej
w punkcie m jest podobny do kosztu obliczenia wartoSci samej
funkcji. Jezeli natomiast pochodna jest wyznaczana numerycz-
nie, to metoda moze byC mniej efektywna niz metody bezgra-
dientowe.
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Metoda Newtona

Metoda Newtona jest bardziej efektywng procedurg niz metoda
bisekcji. Do jej stosowania, oprocz pierwszej pochodnej, wyma-
gana jest znajomosC rowniez drugiej pochodnej funkcji celu.

W procedurze optymalizacyjnej Newtona wyznaczamy cigg Kko-
lejnych przyblizen, w ktorym kazdy kolejny wyraz jest blizszy
szukanego minimum.

Metoda opiera sie na aproksymacji optymalizowanej funkcji wie-
lomianem stopnia drugiego, wyznaczanym w oparciu o wzor Tay-
lora.
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Przypomnienie. Wzor Taylora jest waznym wzorem dotyczacym
funkcji z C"[a, b], ktérym czesto postugujemy sie w analizie nu-
merycznej.

Twierdzenie 1. Jezeli f € C"[a,b] i f("11) jstnieje w przedziale
otwartym (a,b), to dla dowolnych punktow c i x z przedziatu
domknietego [a,b] mamy

@ =Y SO~ + Enlo),
k=0 """

gdzie reszta En(x) moze by¢ wyrazona wzorem

Bn(@) = gy O — e,

dla pewnego punktu & lezgcego miedzy c i x.
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Niech dana bedzie dwukrotnie roézniczkowalna i unimodalna funk-
cja f: R — R dla ktérej szukamy minimum w przedziale [a,b].

Zauwazmy, ze stosujac wzor Taylora mozemy, dla dowolnych
x,c € [a,b], aproksymowac funkcje f w nastepujacy sposob

F@) % (&) + 1@ — &) + 5 () — )2

Zamieniajac x na x + h oraz ¢ na x dostajemy

1
flz+h) ~ f(z)+ f'(2)h + Ef”(a:)hQ. (3)
Uwaga. Krok h musi by¢ tak dobrany, aby = + h € [a, b].
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Niech (%) bedzie punktem (tzn. pewnym przyblizeniem rzeczywi-
stego minimum) otrzymanym w i-tej iteracji procedury Newtona,
wtedy na podstawie wzoru (3) mamy

FEO 4 h) = f@O) + £ O+ f @ O)n2

W celu otrzymania kolejnego (lepszego) przyblizenia musimy wy-
znaczyC optymalng dtugosSC kroku h. Zauwazmy, ze prawa strona
powyzszej rownosci jest funkcjg kwadratowa zmienne) h. Jezeli
jest f"(x(1)) > 0, to ta funkcja kwadratowa posiada minimum.
Mozemy zatem przyblizy€ minimum naszej funkcji celu przez mi-
nimum tej funkcji kwadratowej, mamy

. . . (4)
(i4+1) _ (i) _w @)
T =\ +h==zx f”(m(i))'
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Procedure rozpoczynamy od podania punktu startowego 2 (0)
(pierwszego przyblizenia) i doktadnosSci obliczen e. Iterowanie
kontynuujemy do momentu kiedy

‘a?(i) — 20D <
Uwaga. Powyzszy warunek stopu nie gwarantuje doktadnosSci
przyblizenia rozwigzania optymalnego. Mowi on jedynie, ze Ko-

rekta otrzymanego rozwigzania w stosunku do poprzedniego jest
maita.
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Uwaga. Metoda Newtona, podobnie jak metoda bisekcji, nie
korzysta z informacji o wartosci badanej funkcji.

Uwaga. Punkt do ktérego dazy ciag kolejnych przyblized (z(9),
to miejsce zerowe pochodnej funkcji f. W szczegdlnosSci oznacza
to, ze algorytm Newtona moze przyblizaC maksimum lub punkt
przegiecia badanej funkcji.

Uwaga. Zaleta algorytmu Newtona jest jego szybka zbieznoSC.

Uwaga. W metodzie Newtona kluczowg role odgrywa dobry wy-
bor punktu poczakowego. Dla zle wybranego punktu algorytm
moze nie byC zbiezny.
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Metoda siecznych

Metoda siecznych stanowi modyfikacje metody Newtona pozwa-
lajaca na unikniecie koniecznosSci wyznaczania drugiej pochodnej.

Niech dana bedzie rézniczkowalna i unimodalna funkcja f : R —+ R
dla ktdérej szukamy minimum w przedziale [a, b]. Jezeli zatozymy,
ze zostata wykonana przynajmniej jedna iteracja algorytmu, to
dysponujemy dwoma punktami 2(?) oraz z(*=1) a takze warto-
Sciami pochodnej w tych punktach. Mozemy zatem przyblizyC
(z(1)) za pomoca wspdtczynnika Kierunkowego siecznej prze-
chodzacej przez punkty (z(, f/(z(D)) oraz (z(~1) /(x(i=1))).
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Mamy
(@) = f(x=1)
2(1) — 2(i—1) ’
zatem w algorytmie Newtona, w i-tej iteracji, wzor na przyblize-
nie szukanego minimum przyjmuje postac

f1(a@) — f'(2(-1))

@) ~

2D = () ¢/, (0))

Uwaga. Metoda siecznych w procesie optymalizacji wykorzystuje
tylko pierwszg pochodng, ale do rozpoczecia optymalizacji po-
trzebuje dwdch punktow startowych.
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Reguta Armijo i metoda Newtona-Armijo

Algorytm Newtona stara sie w maksymalnie szybko przejs€ do
optimum badanej funkcji, co powoduje jego niestabilnoSC. Spo-
wodowane jest to tym, ze w niektorych sytuacjach, krok prowa-
dzacy do kolejnego przyblizenia jest za duzy i algorytm staje sie
rozbiezny.

Reguta Armijo podaje zasade wyznaczania kroku d optymalizacji,
ktory gwarantuje sukcesywne zmniejszanie sie wartosci funkcji.
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Niech dana bedzie rézniczkowalna i unimodalna funkcja f : R -+ R
dla ktérej szukamy minimum w przedziale [a,b]. Jezeli xg € [a, b]
jest punktem w ktérym f/(zg) # 0 i a € (0,1), wtedy zachodzi
tzw. warunek Armijo:

Ja  f(zo+d) < f(zg) + daf'(zq).

Uwaga. Zauwazmy, ze warunek Armijo gwarantuje istnienie od-
powiedniego kroku d, ale nie podaje sposobu jego wyznaczenia.
W praktyce startujemy od wybranej wielkosci kroku d i dokonu-
jemy sprawdzenia czy zachodzi dla niego warunek Armijo. Jezeli
nie to zmniejszamy wartosS¢ kroku do pd, gdzie p € (0,1). Proce-
dure zmniejszania powtarzamy do momentu, az warunek zostanie
spetniony.
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Metoda Newtona-Armijo

Metoda optymalizacyjna Newtona-Armijo jest prosta modyfika-
cja algorytmu Newtona wykorzystujacag warunek Armijo. Mody-
fikacja dotyczy dwdch zmian:

1. dtugosci kroku startowego w kazdej iteracji procedury;

2. zasad akceptacji znalezionego punktu.

Ad. 1. Jezeli druga pochodna minimalizowanej funkcji jest,
W biezagcym przyblizeniu dodatnia, to startowa wartosC kroku
d z warunku Armijo wyznaczana jest, na poczatku kazdej itera-
Cji, zgodnie z algorytmem Newtona. Jezeli druga pochodna dla
biezgcego przyblizenia, nie jest dodatnia, to przyjmujemy dtugosc
kroku d rowng 1 w kierunku spadku wartosci badanej funkcji.
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Uwaga. W przypadku funkcji jednej zmiennej, Kierunek wzrostu
wartosci funkcji, wyznacza znak pochodnej w punkcie x.

Ad. 2. Procedura Newtona-Armijo oprdcz informacji o pochod-
nej badanej funkcji, wykorzystuje rowniez informacje o jej war-
tosSciach. Mianowicie w kazdym punkcie bedacym kandydatem
na kolejne przyblizenie szukanego minimum, badana jest wartoscC
funkcji celu i jest on przyjmowany jedynie wtedy, gdy spetnia
warunek Armijo.

Uwaga. Wprowadzone modyfikacje algorytmu skutkujg tym, ze
jest on bardziej stabliny niz algorytm Newtona i zbiega do poszu-
Kiwanego minimum za kazdym razem (tzn. dla kazdego punktu
poczatkowego).
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