
Optymalizacja nieliniowa

Cz¦±¢ I. Optima funkcji jednej zmiennej bez ogranicze«

• Wprowadzenie

• Metody bezpo±redniego przeszukiwania

• Wst¦pne oszacowanie przedziaªu poszukiwa«

• Metody gradientowe



WPROWADZENIE

Optymalizacja - dziedzina matematyki zajmuj¡ca si¦ znajdowa-

niem minimów i maksimów wyra»enia nazywanego funkcj¡ celu

(lub kryterium jako±¢i, kryterium optymalizacji, funkcjonaªem ja-

ko±ci).
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Rys historyczny

• III wiek p.n.e (Euklides) - poszukiwanie najkrótszej drogi ª¡-

cz¡cej dwa punkty

• XVIII/XIX wiek (Gauss) - metoda najwi¦kszego spadku (pierw-

sza technika optymalizacyjna)

• pierwsza poªowa XX wieku (Goerge B. Dantzig) - programo-

wanie liniowe, algorytm sympleks (�ojciec� terminu optyma-

lizacja)

• druga poªowa XX wieku - rozkwit teorii optymalizacji (sty-

mulowany rozwojem technik komputerowych)
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Ogólny sposób post¦powania dla zagadnie« optymalizacyjnych

• opracowanie modelu matematycznego analizowanego procesu

• zde�niowanie funkcji celu (i ewentualnie ogranicze«)

• poszukiwanie optymalnego rozwi¡zania (zastosowanie jednej

z metod optymalizacji)
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Zaªó»my, »e dane s¡:

• funkcja celu f : Rn → R,

• zbiór Xd ⊂ Rn.

Zadaniem optymalizacji (programowania matematycznego) jest

poszukiwanie takiego elementu xopt ∈ Xd, »e

f(xopt) 6 f(x) dla ka»dego x ∈ Xd (poszukiwanie minimum)

lub

f(xopt) > f(x) dla ka»dego x ∈ Xd (poszukiwanie maksimum)
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Algorytmy optymalizacyjne (algorytmy numeryczne) wyznaczaj¡

pewne rozwi¡zanie x∗, które ma by¢ przybli»eniem optimum glo-

balnego, tzn. warto±¢ f(x∗) powinna by¢ dobrym przybli»eniem

warto±ci f(xopt).

Uwaga. Znalezione optimum globalne (minimum albo maksi-

mum) jest globalne jedynie (!) na zbiorze Xd. Mo»e nie by¢ to

otimum globalne w caªej dziedzinie.
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Problemy z ekstremami lokalnymi

W sytuacjach praktycznych cz¦sto w obszarze poszukiwa«

oprócz minimum (maksimum) globalnego wyst¦puj¡ równie»

minima (maksima) lokalne, w których funkcja celu przyjmuje

warto±¢ �gorsz¡� ni» w optimum globalnym.

Wyst¦powanie w obszarze poszukiwa« wi¦cej ni» jednego

ekstremum jest problematyczne, poniewa» algorytmy

optymalizacyjne �grz¦zn¡� w tych ekstremach lokalnych i nie

docieraj¡ do ekstremum globalnego.

Uwaga. Wszystkie algorytmy optymalizacyjne znajduj¡

zazwyczaj ekstrema lokalne (albo w najgorszym razie nie

znajduj¡ niczego).
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Optima funkcji jednej zmiennej

Na potrz¦b¦ na dalszej cz¦±ci wykªadu ograniczymy si¦ teraz

do przypadku jednowymiarowego. O funkcji celu f : X → R
b¦dziemy zakªada¢, »e jest ci¡gªa. Uwarunkowane to jest tym,

»e znalezienie optimum funkcji nieci¡gªej jest trudne i wymaga

stosowania zªo»onych algorytmów.

Przykªad 1.Dla funkcji

f(x) =

x2 +3 dla x 6= 1

2 dla x = 1
;

wszystkie podstawowe algorytmy, zastosowane do przedziaªu [−1,2]
wska»¡ minimum w punkcie x = 0. Nie jest to zgodne z prawd¡,

poniewa» minimum globalne w tym przedziale znajduje si¦ w punk-

cie x = 1.
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W dalszej cz¦±ci wykªadu ograniczymy si¦ tylko i wyª¡cznie do

zaprezentowania metod optymalizacyjnych sªu»¡cych do wyzna-

czenia minimum funkcji celu.

Uwaga. Rozwi¡zanie optymalne xopt jest minimum globalnym

funkcji celu f wtedy i tylko wtedy, gdy xopt jest maksimum glo-

balnym funkcji −f .
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Warunki stopu

W zastosowaniach praktycznych metod optymalizacyjnych rzad-

kim jest przypadek, kiedy tra�amy dokªadnie na rozwi¡zanie

optymalne daj¡ce rzeczywiste minimum funkcji celu. Jest to spo-

wodowane, m. in. ograniczon¡ dokªadno±ci¡ arytmetyki nume-

rycznej z jakiej korzystamy w technikach komputerowych. Dla-

tego te» musimy zadowoli¢ si¦ rozwi¡zaniem bliskim, w sensie

przyj¦tych kryteriów, rozwi¡zaniu optymalnemu. Najcz¦±ciej sto-

sowanymi warunkami stopu (kryteriami oceny jako±ci rozwi¡zania

przybli»onego) s¡ testy zbie»no±ci:

• ‖x(i+1) − x(i)‖2 6 δ,

• |f(x(i+1))− f(x(i))| 6 ε.
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METODY BEZPO�REDNIEGO PRZESZUKIWANIA
(metody bezgradientowe)

Algorytmy bezgradientowe

• korzystaj¡ jedynie ze znajomo±ci warto±ci funkcji celu

• charakteryzuj¡ si¦ wzgl¦dn¡ prostot¡

• nie wymagaj¡ obliczania warto±ci pochodnych funkcji celu

(co mo»e by¢ du»¡ zalet¡)

• zazwyczaj s¡ wolno zbie»ne (potrzebuj¡ wi¦kszej liczby ite-

racji).
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Funkcja unimodalna

De�nicja 1.Funkcja ciagªa jednej zmiennej jest unimodalna, gdy

istnieje punkt c taki, »e f jest malej¡ca dla x < c i rosn¡ca dla

x > c.

Uwaga. W praktyce wystarczy nam znajomo±¢ faktu, »e mini-

malizowana funkcja jest unimodalna na przedziale.
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Metoda przeszukiwania potrójnego

Niech dana b¦dzie ci¡gªa i unimodalna funkcja f : R → R dla

której szukamy minimum w przedziale [a, b].

Wybieramy dwa punkty c, d ∈ (a, b) (c < d) tak, aby dzieliªy prze-

dziaª [a, b] na trzy równe cz¦±ci, tzn.

c = (2a+ b)/3

d = (a+2b)/3.
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Zauwa»y, »e wyj±ciowy przedziaª [a, b] mo»emy zaw¦zi¢ porów-

nuj¡c warto±ci funkcji f w punktach c i d, mianowicie:

• je»eli f(c) < f(d), wówczas minimum le»y w przedziale [a, d]

• je»eli f(c) > f(d), wówczas minimum le»y w przedziale [c, b]

• je»eli f(c) = f(d), wówczas minimum le»y w obu powy»szych

przedziaªach (mo»emy dowolnie wybra¢ jeden z nich).

Powy»sze rozumowanie mo»emy kontynuowa¢ dla tak zaw¦»o-

nego przedziaªu, w efekcie otrzymuj¡c jeszcze w¦»szy przedziaª.
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Zaªó»my dalej, »e oczekujemy, »e obliczone minimum funkcji celu

b¦dzie oszacowane z dokªadno±ci¡ ε. Oznacza to, »e je»eli x∗

przybli»a dokªadne minumum x(opt), to wymagamy aby

|x(opt) − x∗| < ε.

Zatem opisany wy»ej proces skracania pocz¡tkowego przedziaªu,

trzeba b¦dzie wielokrotnie powtarza¢ do momentu kiedy kra«ce

zaw¦»onego przedziaªu [a, b] b¦d¡ speªniaªy warunek

b− a < 2ε.

Wtedy warunek ten speªniony jest przez punkt

x∗ = (a+ b)/2.
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Metoda zªotego podziaªu

Bardziej efektywnym sposobem doboru punktów po±rednich, które

wyznaczaj¡ podziaª przedziaªu poszukiwa« jest tzw. przeszuki-

wanie wedªug zªotego podziaªu. Idea metody opiera si¦ na za-

ªo»eniu, »e w ka»dym kroku oblicze« dªugo±¢ przedziaªu zmniej-

szana jest w staªym stosunku równym α, gdzie

α =

√
5− 1

2
≈ 0.6180339 (zªota liczba).
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Przypomnienie. Zªota liczba jest to dodatnia liczba niewymierna

b¦d¡ca rozwi¡zaniem równania x2 − x− 1 = 0 równa

ϕ =
1+
√
5

2
≈ 1.6180339.

Czasami zªot¡ liczb¡ okre±la si¦ te» liczb¦ odwrotn¡

1

ϕ
=

2

1+
√
5
=

√
5− 1

2
= ϕ− 1 ≈ 0.6180339.
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Niech dana b¦dzie ci¡gªa i unimodalna funkcja f : R→ R dla któ-

rej szukamy minimum w przedziale [a, b]. W startowej (zerowej)

iteracji przyjmujemy:

a(0) = a i b(0) = b,

a nast¦pnie wybieramy dwa ró»ne punkty c(0), d(0) ∈ [a(0), b(0)]

takie, »e c(0) < d(0).

Przedziaª poszukiwa« ma zmniejsza¢ si¦, z iteracji na iteracj¦,

w staªym stosunku α. Oznacza to, »e w ka»dej iteracji, wybrane

punkty po±rednie c(i), d(i) musz¡ dzieli¢ i-ty przedziaª [a(i), b(i)]

tak, aby speªniony byª warunek

b(i) − c(i)

b(i) − a(i)
=
d(i) − a(i)

b(i) − a(i)
= α.
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Z ostatniego warunku mo»emy wyznaczy¢ warto±ci punktów c(i)

i d(i) w ka»dej iteracji, mamy

c(i) = b(i) − α
(
b(i) − a(i)

)
= αa(i) + (1− α)b(i),

d(i) = a(i) + α
(
b(i) − a(i)

)
= (1− α)a(i) + αb(i).
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Je»eli w i-tej iteracji zachodzi

f(c(i)) < f(d(i)),

wówczas w nast¦pnej iteracji poszukiwania b¦d¡ prowadzone w prze-

dziale [a(i), d(i)]. B¦dziemy wtedy mieli

a(i+1) = a(i),

b(i+1) = d(i),

c(i+1) = αa(i+1) + (1− α)b(i+1),

d(i+1) = (1− α)a(i+1) + αb(i+1) = (1− α)a(i) + αd(i) = · · · = c(i).

Uwaga. Jak wida¢ w (i+ 1)-szej iteracji jest potrzeba wyzna-

czenia tylko jednego (!) nowego punktu, tzn. c(i+1). Pozostaªe

punkty znamy z poprzedniej iteracji.
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Analogiczna sytuacja ma miejsce, je»eli w i-tej iteracji zachodzi

f(c(i)) > f(d(i)).

Wtedy w nast¦pnej iteracji poszukiwania b¦d¡ prowadzone w prze-

dziale [c(i), b(i)]. B¦dziemy wtedy mieli

a(i+1) = c(i),

b(i+1) = b(i),

c(i+1) = αa(i+1) + (1− α)b(i+1) = αc(i) + (1− α)b(i) = · · · = d(i),

d(i+1) = (1− α)a(i+1) + αb(i+1).

Uwaga. W tym przypadku w (i + 1)-szej iteracji jest równie»

potrzeba wyznaczenia tylko jednego nowego punktu, tzn. d(i+1).

Pozostaªe punkty s¡ ju» znane z poprzedniej iteracji.
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Istotno±¢ wyboru parametru α

Zwró¢my uwag¦, »e wybór warto±ci parametru α nie jest do-

wolny. Okazuje si¦, »e powy»szy algorytm mo»e dziaªa¢ jedynie

dla �zªotej liczby�.

Dla pierwszego przypadku, w (i+1)-szej iteracji mamy

α =
d(i+1) − a(i+1)

b(i+1) − a(i+1)
=
c(i) − a(i)

d(i) − a(i)
= · · · =

1− α
α

.

St¡d otrzymujemy równanie

α2 + α− 1 = 0,

którego jedynym dodatnim rozwi¡zaniem jest zªota liczba

α =

√
5− 1

2
.

Dla drugiego przypadku sytuacja jest podobna.
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Metoda Fibonacciego

Metoda Fibonacciego, podobnie jak dwie wcze±niejsze, opiera si¦

na idei zaw¦»ania pocz¡tkowego przedziaªu poszukiwa«. Wyj-

±ciowy przedziaª poszukiwa« o dªugo±ci L zaw¦»amy a» do uzy-

skania przedziaªu �nalnego dªugo±ci ε, co odpowiada zakªadanej

dokªadno±ci oblicze«. Zaw¦»anie odbywa si¦ w oparciu o zale»-

no±ci dyktowane przez wyrazy ci¡gu Fibonacciego.

W metodzie tej stosunek dªugo±ci
b(i+1) − a(i+1)

b(i) − a(i)
nie jest staªy,

lecz zmienia si¦ w ka»dej iteracji w zale»no±ci od kolejnych liczb

w ci¡gu Fibonacciego.
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Przypomnienie. Ci¡giem Fibonacciego nazywamy ci¡g liczb na-

turalnych φ1, φ2, . . . , gdzie φ1 = φ2 = 1, a dalsze wyrazy s¡

okre±lone zale»no±ci¡:

φn+2 = φn+1 + φn,

czyli wyrazami ci¡gu Fibonacciego sa liczby:

1,1,2,3,5,8,13, . . . .

Ci¡g Fibonacciego mo»emy przedstawi¢ równie» jawnie, wtedy

φn =
1√
5

([
1+
√
5

2

]n
−
[
1−
√
5

2

]n)
.
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Na etapie wst¦pnym ustalamy pocz¡tkowy przedziaª poszukiwa«

[a, b], a nast¦pnie dla zadanej dokªadno±ci oblicze« ε szukamy

najmniejszego wyrazu ci¡gu Fibonacciego φk, dla którego speª-

niona jest nierówno±¢:

φk >
L

ε
, (1)

gdzie L = b− a.
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Kolejny etap polega na iteracyjnym zmniejszaniu dªugo±ci prze-

dziaªu poszukiwa«, a» do uzyskania zadanej dokªadno±ci. Zmniej-

szanie to odbywa si¦ wedªug nast¦puj¡cej zasady.

W i-tej iteracji wewn¡trz przedziaªu [a(i), b(i)] umieszczamy sy-

metrycznie dwa punkty c(i) i d(i) tak, aby speªniona byªa zale»-

no±¢:

b(i) − d(i) = c(i) − a(i). (2)

Speªnianie tej zale»no±ci przez punkty wewn¦trzne oznacza, »e

musz¡ by¢ one równo oddalone od ko«ców aktualnego przedziaªu

poszukiwa«.
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Punkt wewn¦trzny c(i) wybieramy w nast¦puj¡cy sposób:

c(i) = b(i) − β(i)
(
b(i) − a(i)

)
,

gdzie β(i) =
φk−i−1
φk−i

, a k jest numerem najmniejszego wyrazu

ci¡gu Fibonacciego speªniaj¡cego nierówno±¢ (1).

Poªo»enie punktu d(i) mo»emy wyznaczy¢ na podstawie zale»no-

±ci (2), mianowicie

d(i) = a(i) + b(i) − c(i).
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Ogólnie, w i-tej iteracji mamy obliczone punkty c(i) < d(i). W celu

wybrania odpowiedniego (zaw¦»onego) przedziaªu do dalszych

poszukiwa« minimum, porównujemy warto±ci funkcji celu w tych

punktach. Mog¡ wyst¡pi¢ dwa przypadki.

Je»eli f(c(i)) < f(d(i)), wówczas w nast¦pnej iteracji poszukiwa-

nia b¦d¡ prowadzone w przedziale [a(i), d(i)]. B¦dziemy wtedy

mieli

a(i+1) = a(i), b(i+1) = d(i).

Je»eli natomiast f(c(i)) > f(d(i)), wtedy w nast¦pnej iteracji po-

szukiwania b¦d¡ prowadzone w przedziale [c(i), b(i)]. B¦dziemy

wtedy mieli

a(i+1) = c(i), b(i+1) = b(i).
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W metodzie Fibonacciego z góry mo»na ustali¢ liczb¦ iteracji

potrzebnych do osi¡gni¦cia zadanej dokªadno±ci optymalizacji.

W ka»dym kroku iteracji pocz¡tkowy przedziaª jest skracany

o odpowiedni uªamek. I tak w i-tej iteracji dªugo±¢ zaktuali-

zowanego przedziaªu b¦dzie wynosi¢:

b(i+1) − a(i+1) =
φk−i−1
φk−i

(
b(i) − a(i)

)
.
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Je»eli k jest numerem wyrazu w ci¡gu Fibonacciego, speªniaj¡-

cego warunek (1), wtedy po wykonaniu k−2 iteracji pocz¡tkowy

przedziaª b¦dzie miaª dªugo±¢:

φk−1
φk
·
φk−2
φk−1

·
φk−3
φk−2

. . .
φ3
φ4
·
φ2
φ3
· (b− a) =

b− a
φk

.

Na podstawie (1) mamy zatem

b− a
φk

< ε.

Oznacza to, »e w k − 2 iteracji aktualny przedziaª, w którym

znjduje si¦ minimum, ma dªugo±¢ mniejsz¡ od zadanej dokªad-

no±ci ε.
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Ponadto w ostatniej iteracji (tzn. dla i = k−3, poniewa» zaczy-

namy iterowanie od i = 0) mamy

β(k−3) =
φk−(k−3)−1
φk−(k−3)

=
φ2
φ3

=
1

2
,

co implikuje, »e

c(k−3) = d(k−3).

Oznacza to jednocze±nie, »e ostatni zdublowany punkt wewn¦trzny

c(k−3) aktualnego przedziaªu poszukiwa« jest jego ±rodkiem. Mo-

»emy go zatem u»y¢ jako dobre przybli»enie dokªadnego mini-

mum.
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Uwaga. Nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ fakt, »e k − 2 iteracje s¡ wy-

starczaj¡ce w przypadku, gdy obliczenia s¡ ±cisªe. W praktyce,

ze wzgl¦du na bªedy zaokr¡gle«, nie zawsze daje si¦ to uzyska¢.

Z tego powodu, aby zapewni¢ wymagan¡ dokªadno±¢, nieznacz-

nie zwi¦ksza si¦ liczb¦ iteracji, np. o jedn¡.
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Metoda oparta na interpolacji Lagrange'a

Metoda ta korzysta z faktu, »e ka»d¡ funkcj¦ mo»emy lepiej lub

gorzej przybli»y¢ wielomianem stopnia drugiego. Metoda jest

efektywna dla funkcji, których wykres jest zbli»ony do paraboli.

Dla innych funkcji b¦dzie ona maªo skuteczna albo wr¦cz roz-

bie»na.

W ka»dym kroku algorytmu obliczane s¡ warto±ci funkcji celu

w trzech punktach (w kroku zerowym s¡ to zazwyczaj pocz¡tek,

±rodek i koniec przedziaªu poszukiwa«). Przez te punkty prowa-

dzony jest wielomian stopnia drugiego wyznaczany w oparciu

o wzór interpolacyjny Lagrange'a. Minimum tego wielomianu

wyznacza czwarty punkt pozwalaj¡cy zaw¦zi¢ przedziaª poszuki-

wa«.
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Niech dana b¦dzie ci¡gªa i unimodalna funkcja f : R → R dla

której szukamy minimum w przedziale [a, b]. Zaªó»my, »e w i-

tej iteracji mamy trzy punkty a < c < b oraz »e znamy warto±ci

f(a), f(c), f(b). Wyznaczamy wielomian drugiego stopnia prze-

chodz¡cy przez te punkty, mamy

w(x) =
3∑

k=1

f(xk)
3∏

j=1,j 6=k

(xj − x)
(xj − xk)

,

gdzie x1 = a, x2 = c, x3 = b.

Wielomian ten osi¡ga minimum w wierzchoªku paraboli, tzn. dla

d =
1

2
·
f(a)(c2 − b2) + f(c)(b2 − a2) + f(b)(a2 − c2)

f(a)(c− b) + f(c)(b− a) + f(b)(a− c)
.
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Uwaga. Je»eli wyznaczony punkt d jest poza zbiorem (a, c)∪(c, b),
wtedy algorytm nie jest zbie»ny. Jest to spowodowane tym,

»e dla d = c mamy tylko trzy punkty podziaªu i nie mo»emy

zaw¦zi¢ przedziaªu poszukiwa«. A w pozostaªych przypadkach

wypadamy poza przedziaª poszukiwa«.

Zaªó»my, »e d ∈ (a, c)∪(c, b). Je»eli znamy warto±¢ f(d) mo»emy

zaw¦zi¢ przedziaª poszukiwa« i powtórzy¢ procedur¦. Zaw¦»anie

przedziaªu odbywa si¦ w nast¦puj¡cy sposób:
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Je»eli a(i) < d(i) < c(i) oraz f(d(i)) < f(c(i)), wówczas

a(i+1) = a(i),

c(i+1) = d(i),

b(i+1) = c(i).

Je»eli a(i) < d(i) < c(i) oraz f(d(i)) > f(c(i)), wówczas

a(i+1) = d(i),

c(i+1) = c(i),

b(i+1) = b(i).

35



Je»eli c(i) < d(i) < b(i) oraz f(d(i)) < f(c(i)), wówczas

a(i+1) = c(i),

c(i+1) = d(i),

b(i+1) = b(i).

Je»eli c(i) < d(i) < b(i) oraz f(d(i)) > f(c(i)), wówczas

a(i+1) = a(i),

c(i+1) = c(i),

b(i+1) = d(i).

36



Je»eli dªugo±¢ przedziaªu [a(i), b(i)] maleje w kolejnych iteracjach,

to metoda jest zbie»na do minimum funkcji celu w przedziale

[a(0), b(0)].

Zaw¦»anie przedziaªu poszukiwa« kontynuujemy w opisany spo-

sób do momentu, a» dªugo±¢ tego przedziaªu b¦dzie mniejsza od

zadanej dokªadno±ci ε.

W opisanej metodzie sugeruje si¦ rozszerzenie warunku stopu

o dodatkowy skªadnik

|d(i) − d(i−1)| < γ.

Spowodowane jest to tym, »e w niektórych sytuacjach zw¦»enia

przedziaªu [a(i), b(i)] s¡ nieznaczne, poniewa» punkty d(i) niewiele

si¦ zmieniaj¡ w kolejnych iteracjach. Uwaga. Wspóªczynnik do-

kªadno±ci γ powinien by¢ du»o mniejszy ni» ε (np. 100 razy).
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WST�PNE OSZACOWANIE PRZEDZIA�U

POSZUKIWA�

Zaprezentowane wy»ej metody poszukuj¡ minimum lokalnego

funkcji na zadanym przedziale. W sytuacjach w których wiemy,

»e funkcja celu posiada minimum na zbiorze R i chcemy je zna-

le¹¢, potrzebujemy odpowiedniego przedziaªu startowego. Zªy

(przypadkowy) wybór przedziaªu pocz¡tkowego w procedurze opty-

malizacyjnej, mo»e spowodowa¢, »e nie b¦dzie ona zbie»na.

Przedstawione poni»ej metody ekspansji sªu»¡ do wst¦pnego okre-

±lenia przedziaªu [a, b], w którym znajduje si¦ minimum funkcji

unimodalnej.
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Metoda ekspansji

Metoda rozpoczyna poszukiwania od punktu x0 = 0. Startu-

jemy podaj¡c dowolny punkt x1 > 0 i wspóªczynnik ekspansji

α > 1. Nast¦pnie obliczamy i porównujemy warto±ci funkcji f

w punktach x0 i x1.

Mo»liwe s¡ trzy przypadki:

1. Je»eli f(x0) = f(x1), to poszukiwane minimum znajduje si¦

w przedziale [x0, x1].
2. Je»eli f(x0) > f(x1), to kierunek poszukiwa« minimum jest

dobry i nast¦pny punkt wybieramy w tym samym kierunku, tzn.

x2 = αx1.

Uwaga. Zauwa»my, »e musi by¢ α > 1 (!), aby zapewni¢ ekspan-

sj¦ kolejnych punktów (przyrost dªugo±ci kolejnych kroków).

39



Je»eli f(x1) 6 f(x2), to ko«czymy poszukiwania poniewa» mini-

mum musi znajdowa¢ si¦ w przedziale [x0, x2].

Je»eli natomiast f(x1) > f(x2), to poszukiwania kontynuujemy

w tym samym kierunku, a kolejne punkty obliczmy wedªug

wzoru:

xi+1 = αixi,

gdzie i = 2,3, . . . ,m s¡ numerami kolejnych kroków (iteracji).

Poszukiwania kontynuujemy do momentu znalezienia takiego punktu

dla którego speªniony b¦dzie warunek:

f(xi) 6 f(xi+1),

poniewa» wtedy mo»emy stwierdzi¢, »e minimum znajduje si¦

w przedziale [xi−1, xi+1].
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3. Je»eli f(x0) < f(x1), to kierunek poszukiwa« nie jest dobry

i minimum nale»y poszukiwa¢ w kierunku przeciwnym (na lewo

od 0). Przyjmujemy zatem

x1 := −x1
Je»eli wówczas

f(x1) > f(x0),

to nast¦puje koniec poszukiwa«, poniewa» minimum musi znaj-

dowa¢ si¦ w przedziale [x1,−x1]. W przeciwnym wypadku po-

szukiwania s¡ prowadzone w kierunku ujemnym, analogicznie jak

wy»ej dla pkt. 2.
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Metoda ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna (BDS)

(dwupunktowa)

W zastosowaniach praktycznych ustalenie wst¦pnego przedziaªu

poszukiwa« w otoczeniu zera mo»e nie by¢ mo»liwe. Zasadna

jest mody�kacja algorytmu ekspansji dla punktu pocz¡tkowego

ró»nego od zera.

Tak¡ mody�kacj¦ zawiera algorytm zaproponowany przez Boxa,

Daviesa i Swanna. Ró»nica w stosunku do wcze±niejszego al-

gorytmu ekspansji polega na tym, »e startujemy z dowolnego

punktu x0, a wspóªczynnik ekspansji jest stale równy 2.
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Minimum funkcji mo»e znajdowa¢ si¦ zarówno na prawo, jak i na

lewo od punktu x0. Dlatego b¦dziemy testowa¢ warto±ci funkcji

celu po obu jego stronach.

Poszukiwania zaczynamy od sprawdzenia otoczenia prawostron-

nego punktu x0, tzn. porównujemy warto±ci funkcji w punktach:

xi+1 = x0 +2iδ,

gdzie δ oznacza ustalon¡ z góry dªugo±¢ kroku, a i = 0,1,2, . . .

Poszukiwanie prowadzimy tak dªugo, a» natra�my na punkt w któ-

rym speªniony b¦dzie warunek:

f(xi+1) > f(xi).

Punkt xi+1 wyznacza górn¡ granic¦ przedziaªu poszukiwa«, tzn.

b = xi+1.
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Doln¡ granic¦ przedziaªu poszukiwa« wyznaczamy w podobny

sposób, przy czym w procesie iteracyjnym wykorzystujemy wzór:

xi+1 = x0 − 2iδ, i = 0,1,2, . . . .

Proces poszukiwania dolnej granicy prowadzimy do momentu

znalezienia punktu w którym ponownie

f(xi+1) > f(xi).

Punkt ten wyznacza doln¡ granic¦ przedziaªu poszukiwa«, tzn.

a = xi+1.
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Metoda ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna (BDS)
(trójpunktowa)

Startujemy od podania dowolnego punktu x0 i dªugo±ci kroku

poszukiwa« δ. Procedura rozpoczyna dziaªanie od porównania

warto±ci funkcji f w trzech punktach: x0 − δ, x0, x0 + δ.

Mo»liwe s¡ trzy przypadki:

1. Je»eli w punkcie x0 warto±¢ funkcji jest mniejsza ni» w po-

zostaªych dwóch punktach, to w przedziale [x0 − δ, x0 + δ] musi

znajdowa¢ si¦ poszukiwane minimum.

2. Je»eli w punkcie x0 warto±¢ funkcji jest wi¦ksza ni» w po-

zostaªych dwóch punktach, to w przedziale [x0 − δ, x0 + δ] musi

znajdowa¢ si¦ maksimum lokalne - procedura przerywa dziaªanie.

3. Ostatnim przypadkiem jest sytuacja kiedy warto±¢ funkcji celu

w punkcie x0 le»y pomi¦dzy warto±ciami w pozostaªych punktach

- tutaj rozpoczyna si¦ ekspansja.
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Ekspansja odbywa si¦ w kierunku spadku warto±ci funkcji, tzn.

w lewo lub w prawo na osi liczbowej. Zaªó»my, »e zachodzi

f(x0 − δ) < f(x0) < f(x0 + δ).

Oznacza to, »e kierunek poszukiwa« minimum b¦dzie ujemny

(minimum znajduje si¦ na lewo od x0).

Wyznaczamy teraz kolejne trzy punkty, w których porównamy

warto±ci funkcji celu. Punkty te wyznaczamy wedªug zasady:

x1 = x0,

x2 = x0 − δ,
x3 = x0 − 2 · δ.

Uwaga. Dwa punkty mamy ju» z poprzedniego etapu - musimy

wyznaczy¢ tylko trzeci.
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Ogólnie, je»eli w i-tej iteracji ekspansji mamy trzy punkty

x
(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3

dla których zachodzi

f(x(i)3 ) < f(x(i)2 ) < f(x(i)1 ),

wtedy w kolejnej iteracji porównujemy warto±ci funkcji f w punk-

tach

x
(i+1)
1 = x

(i)
2 ,

x
(i+1)
2 = x

(i)
3 ,

x
(i+1)
3 = x0 − 2i · δ.

Uwaga. Dwa punkty i warto±ci funkcji f w tych punktach znamy

z poprzedniej iteracji.
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Je»eli w której± iteracji otrzymamy

f(x(k)3 ) > f(x(k)2 ),

to algorytm ko«czy dziaªanie z sukcesem - minimum znajduje si¦

w przedziale [x(k)3 , x
(k)
1 ].

Analogicznie post¦pujemy kiedy warto±ci funkcji malej¡ w kie-

runku dodatnim, tzn.

f(x0 − δ) > f(x0) > f(x0 + δ).

Minimum musi znajdowa¢ si¦ na prawo od x0 - robimy ekspansj¦

w prawo.
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METODY GRADIENTOWE

Metody przedstawione wy»ej, do swego dziaªania, wykorzysty-

waªy jedynie warto±ci badanej funkcji. Algorytmy gradientowe

do wyznaczania minimum funkcji celu potrzebuj¡ informacji o jej

pochodnej.

Metody gradientowe s¡ zazwyczaj szybciej zbie»ne, ale ich ogra-

niczeniem jest konieczno±¢ speªniania warunku ró»niczkowalno±ci

przez minimalizowan¡ funkcj¦.
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Metoda bisekcji

Algorytm bisekcji, wykorzystywany do wyznaczania miejsc zero-

wych dowolnej funkcji, mo»e by¢ równie» stosowany do poszuki-

wania minimum funkcji celu.

Metoda bisekcji jest najprostszym algorytmem gradientowym.

Poszukuje ona minimum lokalnego funkcji f na zadanym prze-

dziale [a, b].
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Niech dana b¦dzie ró»niczkowalna i unimodalna funkcja f : R →
R dla której szukamy minimum w przedziale [a, b]. Algorytm

bisekcji dziaªa na zasadzie zaw¦»ania pocz¡tkowego przedziaªu

poszukiwa« do momentu osi¡gni¦cia takiej jego dªugo±ci, która

odpowiada zadanej dokªadno±ci ε.

Zaw¦»anie odbywa si¦ w nast¦puj¡cy sposób. W bie»¡cym prze-

dziale [a, b ] wyznaczamy jego ±rodek, tzn. punkt m =
a+ b

2
i obliczamy f ′(m).
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Mog¡ wyst¡pi¢ trzy przypadki:

- je»eli f ′(m) < 0, to minimum musi znajdowa¢ si¦ w prze-

dziale [m, b];

- je»eli f ′(m) > 0, to minimum musi znajdowa¢ si¦ w prze-

dziale [a,m];

- je»eli f ′(m) = 0, to sytuacja jest nieco bardziej zªo»ona. Je»eli

dodatkowo wiemy, »e funkcja jest wypukªa, to mo»emy stwier-

dzi¢, »e minimum znajduje si¦ w punkcie m. Je»eli tego nie

wiemy, to mo»emy nieznacznie zaburzy¢ m i kontynuowa¢ obli-

czenia z tak skorygowanym punktem.

Nast¦pnie powtarzamy powy»sze rozumowanie dla zaktualizowa-

nego przedziaªu poszukiwa«, a» do osi¡gni¦cia zadanej dokªad-

no±ci.
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Uwaga. Algorytm bisekcji do zaw¦»enia przedziaªu poszukiwa«,

w ka»dej iteracji, potrzebuje tylko jednego punktu wewn¦trznego

- inaczej ni» ma to miejsce dla metod bezgradientowych.

Uwaga. W metodzie bisekcji, w ka»dej iteracji przedziaª poszu-

kiwa« jest skracany o poªow¦. Algorytm wydaje si¦ by¢ zatem

szybszy od poprzednio podanych. Tak rzeczywi±cie jest je»eli

znamy pochodn¡ funkcji f i koszt obliczenia warto±ci pochodnej

w punkcie m jest podobny do kosztu obliczenia warto±ci samej

funkcji. Je»eli natomiast pochodna jest wyznaczana numerycz-

nie, to metoda mo»e by¢ mniej efektywna ni» metody bezgra-

dientowe.
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Metoda Newtona

Metoda Newtona jest bardziej efektywn¡ procedur¡ ni» metoda

bisekcji. Do jej stosowania, oprócz pierwszej pochodnej, wyma-

gana jest znajomo±¢ równie» drugiej pochodnej funkcji celu.

W procedurze optymalizacyjnej Newtona wyznaczamy ci¡g ko-

lejnych przybli»e«, w którym ka»dy kolejny wyraz jest bli»szy

szukanego minimum.

Metoda opiera si¦ na aproksymacji optymalizowanej funkcji wie-

lomianem stopnia drugiego, wyznaczanym w oparciu o wzór Tay-

lora.
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Przypomnienie. Wzór Taylora jest wa»nym wzorem dotycz¡cym

funkcji z Cn[a, b], którym cz¦sto posªugujemy si¦ w analizie nu-

merycznej.

Twierdzenie 1. Je»eli f ∈ Cn[a, b] i f(n+1) istnieje w przedziale

otwartym (a, b), to dla dowolnych punktów c i x z przedziaªu

domkni¦tego [a, b] mamy

f(x) =
n∑

k=0

1

k!
f(k)(c)(x− c)k + En(x),

gdzie reszta En(x) mo»e by¢ wyra»ona wzorem

En(x) =
1

(n+1)!
f(n+1)(ξ)(x− c)n+1,

dla pewnego punktu ξ le»¡cego mi¦dzy c i x.
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Niech dana b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna i unimodalna funk-

cja f : R→ R dla której szukamy minimum w przedziale [a, b].

Zauwa»my, »e stosuj¡c wzór Taylora mo»emy, dla dowolnych

x, c ∈ [a, b], aproksymowa¢ funkcj¦ f w nast¦puj¡cy sposób

f(x) ≈ f(c) + f ′(c)(x− c) +
1

2
f ′′(c)(x− c)2.

Zamieniaj¡c x na x+ h oraz c na x dostajemy

f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2. (3)

Uwaga. Krok h musi by¢ tak dobrany, aby x+ h ∈ [a, b].
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Niech x(i) b¦dzie punktem (tzn. pewnym przybli»eniem rzeczywi-

stego minimum) otrzymanym w i-tej iteracji procedury Newtona,

wtedy na podstawie wzoru (3) mamy

f(x(i) + h) ≈ f(x(i)) + f ′(x(i))h+
1

2
f ′′(x(i))h2.

W celu otrzymania kolejnego (lepszego) przybli»enia musimy wy-

znaczy¢ optymaln¡ dªugo±¢ kroku h. Zauwa»my, »e prawa strona

powy»szej równo±ci jest funkcj¡ kwadratow¡ zmiennej h. Je»eli

jest f ′′(x(i)) > 0, to ta funkcja kwadratowa posiada minimum.

Mo»emy zatem przybli»y¢ minimum naszej funkcji celu przez mi-

nimum tej funkcji kwadratowej, mamy

x(i+1) = x(i) + h = x(i) −
f ′(x(i))

f ′′(x(i))
.
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Procedur¦ rozpoczynamy od podania punktu startowego x(0)

(pierwszego przybli»enia) i dokªadno±ci oblicze« ε. Iterowanie

kontynuujemy do momentu kiedy∣∣∣x(i) − x(i−1)∣∣∣ < ε.

Uwaga. Powy»szy warunek stopu nie gwarantuje dokªadno±ci

przybli»enia rozwi¡zania optymalnego. Mówi on jedynie, »e ko-

rekta otrzymanego rozwi¡zania w stosunku do poprzedniego jest

maªa.
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Uwaga. Metoda Newtona, podobnie jak metoda bisekcji, nie

korzysta z informacji o warto±ci badanej funkcji.

Uwaga. Punkt do którego d¡»y ci¡g kolejnych przybli»e« (x(i)),

to miejsce zerowe pochodnej funkcji f . W szczególno±ci oznacza

to, »e algorytm Newtona mo»e przybli»a¢ maksimum lub punkt

przegi¦cia badanej funkcji.

Uwaga. Zalet¡ algorytmu Newtona jest jego szybka zbie»no±¢.

Uwaga. W metodzie Newtona kluczow¡ rol¦ odgrywa dobry wy-

bór punktu pocz¡kowego. Dla ¹le wybranego punktu algorytm

mo»e nie by¢ zbie»ny.
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Metoda siecznych

Metoda siecznych stanowi mody�kacj¦ metody Newtona pozwa-

laj¡c¡ na unikni¦cie konieczno±ci wyznaczania drugiej pochodnej.

Niech dana b¦dzie ró»niczkowalna i unimodalna funkcja f : R→ R
dla której szukamy minimum w przedziale [a, b]. Je»eli zaªo»ymy,

»e zostaªa wykonana przynajmniej jedna iteracja algorytmu, to

dysponujemy dwoma punktami x(i) oraz x(i−1), a tak»e warto-

±ciami pochodnej w tych punktach. Mo»emy zatem przybli»y¢

f ′′(x(i)) za pomoc¡ wspóªczynnika kierunkowego siecznej prze-

chodz¡cej przez punkty (x(i), f ′(x(i))) oraz (x(i−1), f ′(x(i−1))).
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Mamy

f ′′(x(i)) ≈
f ′(x(i))− f ′(x(i−1))

x(i) − x(i−1)
,

zatem w algorytmie Newtona, w i-tej iteracji, wzór na przybli»e-

nie szukanego minimum przyjmuje posta¢

x(i+1) = x(i) − f ′(x(i))
x(i) − x(i−1)

f ′(x(i))− f ′(x(i−1))
.

Uwaga. Metoda siecznych w procesie optymalizacji wykorzystuje

tylko pierwsz¡ pochodn¡, ale do rozpocz¦cia optymalizacji po-

trzebuje dwóch punktów startowych.
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Reguªa Armijo i metoda Newtona-Armijo

Algorytm Newtona stara si¦ w maksymalnie szybko przej±¢ do

optimum badanej funkcji, co powoduje jego niestabilno±¢. Spo-

wodowane jest to tym, »e w niektórych sytuacjach, krok prowa-

dz¡cy do kolejnego przybli»enia jest za du»y i algorytm staje si¦

rozbie»ny.

Reguªa Armijo podaje zasad¦ wyznaczania kroku d optymalizacji,

który gwarantuje sukcesywne zmniejszanie si¦ warto±ci funkcji.
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Niech dana b¦dzie ró»niczkowalna i unimodalna funkcja f : R→ R
dla której szukamy minimum w przedziale [a, b]. Je»eli x0 ∈ [a, b]

jest punktem w którym f ′(x0) 6= 0 i α ∈ (0,1), wtedy zachodzi

tzw. warunek Armijo:

∃d f(x0 + d) 6 f(x0) + dαf ′(x0).

Uwaga. Zauwa»my, »e warunek Armijo gwarantuje istnienie od-

powiedniego kroku d, ale nie podaje sposobu jego wyznaczenia.

W praktyce startujemy od wybranej wielko±ci kroku d i dokonu-

jemy sprawdzenia czy zachodzi dla niego warunek Armijo. Je»eli

nie to zmniejszamy warto±¢ kroku do ρd, gdzie ρ ∈ (0,1). Proce-

dur¦ zmniejszania powtarzamy do momentu, a» warunek zostanie

speªniony.
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Metoda Newtona-Armijo

Metoda optymalizacyjna Newtona-Armijo jest prost¡ mody�ka-

cj¡ algorytmu Newtona wykorzystuj¡c¡ warunek Armijo. Mody-

�kacja dotyczy dwóch zmian:

1. dªugo±ci kroku startowego w ka»dej iteracji procedury;

2. zasad akceptacji znalezionego punktu.

Ad. 1. Je»eli druga pochodna minimalizowanej funkcji jest,

w bie»¡cym przybli»eniu dodatnia, to startowa warto±¢ kroku

d z warunku Armijo wyznaczana jest, na pocz¡tku ka»dej itera-

cji, zgodnie z algorytmem Newtona. Je»eli druga pochodna dla

bie»¡cego przybli»enia, nie jest dodatnia, to przyjmujemy dªugo±¢

kroku d równ¡ 1 w kierunku spadku warto±ci badanej funkcji.
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Uwaga. W przypadku funkcji jednej zmiennej, kierunek wzrostu

warto±ci funkcji, wyznacza znak pochodnej w punkcie x.

Ad. 2. Procedura Newtona-Armijo oprócz informacji o pochod-

nej badanej funkcji, wykorzystuje równie» informacj¦ o jej war-

to±ciach. Mianowicie w ka»dym punkcie b¦d¡cym kandydatem

na kolejne przybli»enie szukanego minimum, badana jest warto±¢

funkcji celu i jest on przyjmowany jedynie wtedy, gdy speªnia

warunek Armijo.

Uwaga. Wprowadzone mody�kacje algorytmu skutkuj¡ tym, »e

jest on bardziej stabliny ni» algorytm Newtona i zbiega do poszu-

kiwanego minimum za ka»dym razem (tzn. dla ka»dego punktu

pocz¡tkowego).
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