
Pochodne funkcji

Wykªad nr 10 (In»ynieria sanitarna)

• Podstawowe poj¦cia

• Twierdzenia o pochodnej funkcji

• Ró»niczka funkcji



De�nicja 1. (przyrost zmiennej i przyrost funkcji)

Ró»nic¦

x− x0 =: 4x

nazywamy przyrostem zmiennej rzeczywistej x, a odpowiadaj¡cy

przyrostowi 4x przyrost

4f = f(x)− f(x0)

nazywamy przyrostem funkcji f .

De�nicja 2. (iloraz ró»nicowy)

Iloraz przyrostów

4f

4x
=

f(x)− f(x0)

x− x0

nazywamy ilorazem ró»nicowym funkcji f .
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De�nicja 3. (pochodna funkcji w punkcie)
Pochodn¡ funkcji f w punkcie x0 nazywamy granic¦ ilorazu ró»nico-
wego przy x → x0, tzn.

lim
x→x0

4f

4x
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Je»eli granica taka nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma
pochodnej. Pochodn¡ funkcji y = f(x) oznaczamy:

y′, f ′(x),
dy

dx
,

df(x)

dx
, ẏ

Pierwsze dwa symbole wprowadziª Lagrange∗, trzeci i czwarty

symbol - Leibniz†, ostatni stosowany w mechanice - Newton‡.
∗Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) - matematyk francuski.
†Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) - �lozof i matematyk niemiecki
‡Isaac Newton (1642-1727) - �zyk, astronom i matematyk angielski
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Uwaga 1. Pochodna funkcji w punkcie x0 jest równa tangensowi

k¡ta α, który tworzy styczna do wykresu funkcji w punkcie x0

z dodatni¡ cz¦±ci¡ osi OX.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna pochodnej.

Uwaga 2.Odnajdywanie pochodnej funkcji nazywa si¦

ró»niczkowaniem funkcji. Dziaª matematyki traktuj¡cy o pocho-

dnych, ich wªasno±ciach i zastosowaniach nazywamy rachunkiem

ró»niczkowym.
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De�nicja 4. (funkcja ró»niczkowalna w punkcie)

Funkcj¦ f nazywamy ró»niczkowaln¡ w punkcie x0, je»eli istnieje

pochodna funkcji f ′(x0) w punkcie x0.

De�nicja 5. (funkcja ró»niczkowalna na zbiorze)

Funkcj¦, która jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie zbioru

nazywamy funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na tym zbiorze.
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�wiczenie 1.Wyznacz pochodne podanych funkcji:

a) y = x;

b) y = x2;

c) y = x3;

d) y = sinx;

e) y = ex.
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Pochodne wa»niejszych funkcji elementarnych

1. (c)′ = 0, c ∈ R
2. (xa)′ = axa−1, x > 0, a ∈ R
3. (sinx)′ = cosx

4. (cosx)′ = − sinx

5. (tgx)′ =
1

cos2 x
, cosx 6= 0

6. (ctgx)′ =
−1

sin2 x
, sinx 6= 0
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7. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, −1 < x < 1, −π

2 6 arcsinx 6 π
2

8. (arccosx)′ =
−1√
1− x2

, −1 < x < 1, 0 6 arccosx 6 π

9. (arctgx)′ =
1

1 + x2
, −π

2 < arctgx < π
2

10. (arcctgx)′ =
−1

1 + x2
, 0 < arcctgx < π
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11. (ex)′ = ex

12. (ax) = ax lnx, a > 0

13. (ln |x|)′ =
1

x
, x 6= 0

14. (loga |x|)′ =
1

x ln a
, a > 0, a 6= 1, x 6= 0
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W szpitalu psychiatrycznym wybucha zamieszanie. Wszyscy pa-

cjenci gdzie± uciekaj¡, tylko jeden chory siedzi spokojnie na ªawce.

Podbiega do niego kolega i krzyczy:

- Uciekaj! Przyjechali lekarze i wszystkich ró»niczkuj¡!

Na co ten spokojnie odpowiada:

- Nie boj¦ si¦. Jestem ex.
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Twierdzenie 1. (o pochodnej sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu)

Je»eli funkcje f i g maj¡ pochodne w punkcie x, to

1. (c · f(x))′ = c · f ′(x), gdzie c ∈ R;
2. (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x);
3. (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

4.

(
f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2
, o ile g(x) 6= 0.
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�wiczenie 2.Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) f(x) = x5 + 4x3 − 6x2 −
2

x
+
√

x;

b) g(x) = x2 lnx;

c) h(x) =
ex

sinx
;

d) s(x) =
x2 − 1

x2 + 1
.
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Twierdzenie 2. (o pochodnej funkcji zªo»onej)

Je»eli

1. funkcja f ma pochodn¡ w punkcie x,

2. funkcja g ma pochodn¡ w punkcie f(x),

to

[g(f(x))]′ = g′(f(x)) · f ′(x).
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�wiczenie 3.Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) f(x) = cos3 x;

b) g(x) = (3x2 + 2x− 10)4;

c) h(x) = esin
2 x;

d) s(x) =
1

cos3
√

x3 − 1
.

�wiczenie 4.Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) f(x) = xx2
;

b) g(x) = xsinx.
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�wiczenie 5. Ropa z uszkodzonego tankowca wycieka ze staª¡

pr¦dko±ci¡ V = 10 m3

min i tworzy plam¦ koªow¡ o grubo±ci d =

2mm. Obliczy¢, z jak¡ pr¦dko±ci¡ b¦dzie powi¦kszaªa si¦ ±rednica

plamy ropy w chwili, gdy b¦dzie miaªa ±rednic¦ D = 1000m.

�wiczenie 6. Do czaszy w ksztaªcie póªkuli o promieniu R =

20cm wlewa si¦ jednostajnie woda z pr¦dko±ci¡ V = 100cm3

sek .

Obliczy¢ pr¦dko±¢, z jak¡ b¦dzie podnosiª si¦ poziom wody h

w czaszy na pocz¡tku i pod koniec napeªniania. (Przypomnijmy,

»e obj¦to±¢ odcinka kuli wyra»a si¦ wzorem: V = 1
3πh2(3R− h))
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Twierdzenie 3. ( równanie stycznej do wykresu funkcji)

Równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0))

jest postaci:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
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�wiczenie 7.Napisa¢ równania stycznych do wykresów podanych

funkcji we wskazanych punktach:

a) f(x) = ex, (0,1);

b) g(x) = sinx, (π,0).

�wiczenie 8.Dane s¡ punkty A = (2,−1) oraz B = (4,3). Na

wykresie funkcji y = x2+1 znale¹¢ punkt C taki, aby pole trójk¡ta

ABC byªo najmniejsze.

�wiczenie 9. Na krzywej b¦d¡cej wykresem funkcji y =
1

x + 1
znale¹¢ punkt maj¡cy wªasno±¢, »e odcinek stycznej poprowadzo-

nej w tym punkcie tworzy z osiami ukªadu wspóªrz¦dnych trójk¡t

o polu S = 2.
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De�nicja 6. (ró»niczka funkcji)

Ró»niczk¡ funkcji f w punkcie x0 nazywamy funkcj¦ df zmiennej

4x = x− x0 okre±lon¡ wzorem:

df(4x) := f ′(x0)4x.

Rysunek 2. Ró»niczka funkcji.
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Twierdzenie 4. (zastosowanie ró»niczki do oblicze« przybli»onych)

Je»eli funkcja f ma pochodn¡ w punkcie x0, to

f(x0 +4x) ≈ f(x0) + f ′(x0)4x.

Przy czym bª¡d, jaki popeªniamy zast¦puj¡c przyrost funkcji f

4f = f(x0 +4x)− f(x0)

jej ró»niczk¡ df = f ′(x0)4x, d¡»y szybciej do zera ni» przyrost

zmiennej x, tzn.

lim
4x→0

4f − df

4x
= 0.
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�wiczenie 10.Obliczy¢ przybli»one warto±ci funkcji:

a) 4√15.96

b) arctan1.05

c) e−0.001

d) ln 1.004.

�wiczenie 11. Sze±cienna kostka lodu ma obj¦to±¢ V = 8cm3.

Obliczy¢ w przybli»eniu, o ile zmniejszyªa si¦ kraw¦d¹ kostki,

je»eli stopiªo si¦ 0.3cm3 lodu.

�wiczenie 12. Koªa ma ±rednic¦ równ¡ 2m. Obliczy¢ w przy-

bli»eniu, jak zmieni si¦ pole koªa, je»eli jego ±rednica wzro±nie

o 3cm.

18



Twierdzenie 5. (zastosowanie ró»niczki funkcji do szacowania

bª¦du pomiaru)

Niech wielko±ci �zyczne x i y b¦d¡ zwi¡zane zale»no±ci¡ y = f(x).

Zaªó»my, »e istnieje pochodna f ′(x0), gdzie x0 jest wynikiem po-

miaru wielko±ci x. Ponadto niech 4x oznacza bª¡d bezwzgl¦dny

pomiaru wielko±ci x. Wtedy bª¡d bezwzgl¦dny 4y obliczanej

wielko±ci y wyra»a si¦ wzorem przybli»onym:

4y ≈
∣∣∣f ′(x0)

∣∣∣4x.
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�wiczenie 13. Kraw¦d¹ sze±cianu, zmierzona z dokªadno±ci¡

±1mm, ma dªugo±¢ 65mm. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na obliczy¢

pole powierzchni tego sze±cianu?

�wiczenie 14.Czas w biegu na 100m mierzy si¦ z dokªadno±ci¡

0.01sek. Zawodnik uzyskaª czas 10.00sek. Z jak¡ dokªadno±ci¡

mo»na obliczy¢ ±redni¡ pr¦dko±¢ tego zawodnika?
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De�nicja 7. (pochodne wy»szych rz¦dów)

Drug¡ pochodn¡ funkcji y = f(x) nazywamy pochodn¡ pierwszej

pochodnej,tzn.

f ′′(x) =
(
f ′(x)

)′
,

podobnie trzeci¡ pochodn¡ funkcji y = f(x) nazywamy pochodn¡

drugiej pochodnej, itd.

f ′′′(x) =
(
f ′′(x)

)′
,

f(4)(x) =
(
f ′′′(x)

)′
,

f(n)(x) =
(
f(n−1)(x)

)′
.

Pochodne wy»szych rz¦dów funkcji y = f(x) oznaczamy równie»

symbolami:
d2f(x)

dx2
, ÿ;

d3f(x)

dx3
,
...
y , itd.
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�wiczenie 15.Obliczy¢ pochodne f ′, f ′′, f ′′′ podanych funkcji:

a) f(x) = ex2
;

b) g(x) = x lnx;

c) h(x) = sin3 x.
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