Geometria analityczna w przestrzeni II

Wykitad
e RAwnanie ptaszczyzny
e ROwnania prostej

e \Wzajemne potozenia punktdw, prostych i ptaszczyzn



Twierdzenie 1. (réwnanie normalne ptaszczyzny)

Rownanie ptaszczyzny « przechodzgcej przez punkt Py = (xg, Y0, 20)
i prostopadtej do wektora W = [A, B,C] ma postac:

7 A(x —xg) + B(y —yo) + C(2 — 209) = 0.

Wektor 7 nazywamy wektorem normalnym tej ptaszczyzny.



Cwiczenie 1. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
punkt P = (—1,2,0) i prostopadtej do wektora @ = [2,—3,1].

Cwiczenie 2. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
srodek odcinka AB, gdzie A = (3,2,—1), B = (5,0,7) i prosto-
padtej do tego odcinka.



Twierdzenie 2. (rownanie ogdlne ptaszczyzny)
Kazde rownanie postaci:

m.Ax+ By+Cz+ D =0,

gdzie |A| + |B| + |C| > O, przedstawia ptaszczyzne. Ptaszczyzna
ta ma wektor normalny W = [A, B,C] i przecina o$ z w punkcie

D
= ——,0lileC 0.
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Cwiczenie 3. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzgcej przez
punkt P = (3,—2,5) i rownolegtej do ptaszczyzny xOz.

Cwiczenie 4. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez
punkt Q@ = (1,3,—-2) i przez oS y.



Twierdzenie 3. (rownanie ptaszczyzny przez trzy punkty)
Rownanie ptaszczyzny w przechodzgcej przez trzy niewspotliniowe
punkty E) = [al,ag,ag;], ? = [bl,bg,bg,] ] ? = [61,02,03] ma po-
stac:
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Twierdzenie 4. (rédwnanie odcinkowe ptaszczyzny)
Rownanie ptaszczyzny w odcinajgcej na osiach x,y, z uktadu wspot-
rzednych odpowiednio odcinki a,b,c # 0 ma postac:

ML
a b C



Cwiczenie 5. Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu ograniczonego ptasz-
czyzng . x+ 2y + 3z — 6 = 0 oraz ptaszczyznami uktadu wspot-
rzednych.



Twierdzenie 5. (rownanie parametryczne prostej)
Rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (x0,v0,20) |
réwnolegtej do wektora v = [«, B,~] jest postaci:

fa:=:m—|—ozt,
1Y = yo + Bt,
|z = 20 + 71,

gdzie t € R. Wektor & nazywa sie wektorem kierunkowym pro-
stej.



Cwiczenie 6. Napisa¢ rownanie parametryczne prostej przecho-
dzacej przez punkt P = (—1,0,3) i réwnolegtej do wektora v =
[27 _17 5] .

Cwiczenie 7. Napisa¢ rownanie parametryczne prostej przecho-
dzacej przez punkty P = (1,2,3) i Q = (3,2,1).



Twierdzenie 6. (rownanie Kierunkowe prostej)
Rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (xg,v0,20) |

wyznaczonej przez niezerowy wektor kKierunku o = [a, 8,~] jest
postaci:

o' B Y
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Cwiczenie 8. Znalez¢ punkty przeciecia prostej

r—1 y+2 2-5
2 4 1
Z ptaszczyznami uktadu wspotrzednych.

[ :

Cwiczenie 9. Zbadacé, czy proste

l_:L'—l_y—I—Q_z l_a:—l—l_y—l—ll_z—l—l
L7 T 1 T 3 ' 1 T 2 T

majg punkt wspolny.
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Definicja 1. (rownanie krawedziowe prostej)
Prosta [, ktora jest czeScig wspolng dwoch nierdwnolegtych pro-
stych

™1 . Alx—l-Bly—I—C’lz—l—Dl = 0, ™ . A2x+32y+CQZ+D2 = 0,

bedziemy zapisywaC w postaci:

;. JA1z+ By + Ciz+ D1 =0,
Aoz + Boy + Coz + Dy = 0.
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Twierdzenie 7. (o0 wektorze kierunkowym prostej w postaci kra-
wedziowe] )
Wektor kierunkowy prostej

{Ala: + By + C12+ Dy =0,

Aox + Boy + Coz + Dy = 0
ma postac

7 — [AlaBlacl] X [A2732702]'
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Cwiczenie 10. Prostg

/- 6x +2y — 2z —9 =0,
|3z +2y+22—-12=0

zapisaC w postaci parametrycznej.

Cwiczenie 11. Znalez¢ punkt przeciecia prostej

o Jrtytz+4=0,
|3z 4+y—24+2=0

Z ptaszczyzng xzOz.
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Definicja 2. (rzut punktu na ptaszczyzne i na prostg)
Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne w nazywamy

punkt P’ tej ptaszczyzny spefniajacy warunek:
/
PP 1.
Rzutem prostokatnym punktu P na prosta I nazywamy punkt P’

tej prostej spetniajacy warunek:

¢
PP 11.

Uwaga 1. Wektor jest prostopadty do ptaszczyzny, jezeli jest pro-
stopadty do kazdego wektora zawartego w tej ptaszczyznie. Po-
dobnie wektor jest prostopadty do prostej, jezeli jest prostopadty
do kazdego wektora zawartego w tej prostej.
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Cwiczenie 12. Znalez¢ rzut prostokatny punktu P = (3,—-2,1)
na ptaszczyzne w . 2x —y + 3z = 0.

Cwiczenie 13. Znalez¢ rzut prostokatny punktu P = (2,—-1,4)

naprostal:%: gy

-1 -3
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Twierdzenie 8. (odlegtoSC punktu od ptaszczyzny)

Odlegtos¢ punktu Py = (xo,yg, z9) 0d ptaszczyzny
m.:Ar+ By+Cz+ D =0

wyraza sie wzorem:

|Azg + Byo + Czp + D|

o, m) = VA2 + B2 4 2

Uwaga 2. OdlegtoSC punktu od ptaszczyzny jest rowna dtugosci
wektora tgczacego dany punkt z jego rzutem prostokatnym na
ptaszczyzne. Podobnie odlegtoSC punktu od prostej jest rowna

dtugosci wektora tgczacego dany punkt z jego rzutem prostokat-
nym na tg prosta.
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Cwiczenie 14. Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P = (5,—1,6) od
ptaszczyzny w : 3x — 4y + 12z — 12 = 0.

Cwiczenie 15. Obliczy¢ odlegtos¢é miedzy danymi ptaszczyznami
rownolegtymi w1 3z +y—2—-—2=0, mp :3x+y— 2+ 3.

Cwiczenie 16. Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P = (3,4,2) od pro-

(= -2+t
stejl:qy=1+41t, gdzie t € R.
|z = 3 — 3,
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Cwiczenie 17. Obliczy¢ odlegtos¢ miedzy prostymi skosnymi

(= -1+t (¢ = s,
l1:qy=—1+42t, gdziet € R, lb:qy=—1+4 2s, gdzie s € R.
|z = 2t, |z =2 — 2s,

_ —1 2
Cwiczenie 18. Obliczy¢ odlegtosC prostej | - % =Y +1 — i

od ptaszczyzny © . 2y + 2z — 5 = 0.
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