
Geometria analityczna w przestrzeni II

Wykªad

• Równanie pªaszczyzny

• Równania prostej

• Wzajemne poªo»enia punktów, prostych i pªaszczyzn



Twierdzenie 1. ( równanie normalne pªaszczyzny)

Równanie pªaszczyzny π przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0)

i prostopadªej do wektora −→n = [A,B,C] ma posta¢:

π : A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Wektor −→n nazywamy wektorem normalnym tej pªaszczyzny.
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�wiczenie 1.Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez

punkt P = (−1,2,0) i prostopadªej do wektora −→n = [2,−3,1].

�wiczenie 2.Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez

±rodek odcinka AB, gdzie A = (3,2,−1), B = (5,0,7) i prosto-

padªej do tego odcinka.
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Twierdzenie 2. ( równanie ogólne pªaszczyzny)

Ka»de równanie postaci:

π : Ax+By+ Cz+D = 0,

gdzie |A|+ |B|+ |C| > 0, przedstawia pªaszczyzn¦. Pªaszczyzna

ta ma wektor normalny −→n = [A,B,C] i przecina o± z w punkcie

z = −
D

C
, o ile C 6= 0.
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�wiczenie 3.Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez

punkt P = (3,−2,5) i równolegªej do pªaszczyzny xOz.

�wiczenie 4.Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez

punkt Q = (1,3,−2) i przez o± y.
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Twierdzenie 3. ( równanie pªaszczyzny przez trzy punkty)

Równanie pªaszczyzny π przechodz¡cej przez trzy niewspóªliniowe

punkty −→a = [a1, a2, a3],
−→
b = [b1, b2, b3] i

−→c = [c1, c2, c3] ma po-

sta¢:

π :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
a1 a2 a3 1
b1 b2 b3 1
c1 c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Twierdzenie 4. ( równanie odcinkowe pªaszczyzny)

Równanie pªaszczyzny π odcinaj¡cej na osiach x, y, z ukªadu wspóª-

rz¦dnych odpowiednio odcinki a, b, c 6= 0 ma posta¢:

π :
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.
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�wiczenie 5.Obliczy¢ obj¦to±¢ czworo±cianu ograniczonego pªasz-

czyzn¡ π : x+2y+3z−6 = 0 oraz pªaszczyznami ukªadu wspóª-

rz¦dnych.
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Twierdzenie 5. ( równanie parametryczne prostej)

Równanie prostej l przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) i

równolegªej do wektora −→v = [α, β, γ] jest postaci:
x = x0 + αt,

y = y0 + βt,

z = z0 + γt,

gdzie t ∈ R. Wektor −→v nazywa si¦ wektorem kierunkowym pro-

stej.
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�wiczenie 6. Napisa¢ równanie parametryczne prostej przecho-

dz¡cej przez punkt P = (−1,0,3) i równolegªej do wektora −→v =

[2,−1,5].

�wiczenie 7. Napisa¢ równanie parametryczne prostej przecho-

dz¡cej przez punkty P = (1,2,3) i Q = (3,2,1).
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Twierdzenie 6. ( równanie kierunkowe prostej)

Równanie prostej l przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) i

wyznaczonej przez niezerowy wektor kierunku −→v = [α, β, γ] jest

postaci:

l :
x− x0
α

=
y − y0
β

=
z − z0
γ

.
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�wiczenie 8. Znale¹¢ punkty przeci¦cia prostej

l :
x− 1

2
=
y+2

4
=
z − 5

1
z pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych.

�wiczenie 9. Zbada¢, czy proste

l1 :
x− 1

2
=
y+2

−1
=

z

−3
, l2 :

x+1

1
=
y+11

2
=
z+1

1

maj¡ punkt wspólny.
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De�nicja 1. (równanie kraw¦dziowe prostej)

Prost¡ l, która jest cz¦±ci¡ wspóln¡ dwóch nierównolegªych pro-

stych

π1 : A1x+B1y+C1z+D1 = 0, π2 : A2x+B2y+C2z+D2 = 0,

b¦dziemy zapisywa¢ w postaci:

l :

A1x+B1y+ C1z+D1 = 0,

A2x+B2y+ C2z+D2 = 0.
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Twierdzenie 7. (o wektorze kierunkowym prostej w postaci kra-

w¦dziowej)

Wektor kierunkowy prostej

l :

A1x+B1y+ C1z+D1 = 0,

A2x+B2y+ C2z+D2 = 0

ma posta¢

−→v = [A1, B1, C1]× [A2, B2, C2].
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�wiczenie 10. Prost¡

l :

6x+2y − z − 9 = 0,

3x+2y+2z − 12 = 0

zapisa¢ w postaci parametrycznej.

�wiczenie 11. Znale¹¢ punkt przeci¦cia prostej

l :

x+ y+ z+4 = 0,

3x+ y − z+2 = 0

z pªaszczyzn¡ xOz.
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De�nicja 2. (rzut punktu na pªaszczyzn¦ i na prost¡)

Rzutem prostok¡tnym punktu P na pªaszczyzn¦ π nazywamy

punkt P ′ tej pªaszczyzny speªniaj¡cy warunek:

−−→
PP ′⊥π.

Rzutem prostok¡tnym punktu P na prost¡ l nazywamy punkt P ′

tej prostej speªniaj¡cy warunek:

−−→
PP ′⊥l.

Uwaga 1.Wektor jest prostopadªy do pªaszczyzny, je»eli jest pro-

stopadªy do ka»dego wektora zawartego w tej pªaszczy¹nie. Po-

dobnie wektor jest prostopadªy do prostej, je»eli jest prostopadªy

do ka»dego wektora zawartego w tej prostej.
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�wiczenie 12. Znale¹¢ rzut prostok¡tny punktu P = (3,−2,1)
na pªaszczyzn¦ π : 2x− y+3z = 0.

�wiczenie 13. Znale¹¢ rzut prostok¡tny punktu P = (2,−1,4)
na prost¡ l :

x

1
=

y

−1
=

z

−3
.
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Twierdzenie 8. (odlegªo±¢ punktu od pªaszczyzny)

Odlegªo±¢ punktu P0 = (x0, y0, z0) od pªaszczyzny

π : Ax+By+ Cz+D = 0

wyra»a si¦ wzorem:

d(P0, π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Uwaga 2.Odlegªo±¢ punktu od pªaszczyzny jest równa dªugo±ci

wektora ª¡cz¡cego dany punkt z jego rzutem prostok¡tnym na

pªaszczyzn¦. Podobnie odlegªo±¢ punktu od prostej jest równa

dªugo±ci wektora ª¡cz¡cego dany punkt z jego rzutem prostok¡t-

nym na t¡ prost¡.
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�wiczenie 14. Obliczy¢ odlegªo±¢ punktu P = (5,−1,6) od

pªaszczyzny π : 3x− 4y+12z − 12 = 0.

�wiczenie 15.Obliczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy danymi pªaszczyznami

równolegªymi π1 : 3x+ y − z − 2 = 0, π2 : 3x+ y − z+3.

�wiczenie 16.Obliczy¢ odlegªo±¢ punktu P = (3,4,2) od pro-

stej l :


x = −2+ t,

y = 1+ t,

z = 3− 3t,

gdzie t ∈ R.
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�wiczenie 17.Obliczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy prostymi sko±nymi

l1 :


x = −1+ t,

y = −1+ 2t, gdzie t ∈ R,
z = 2t,

l2 :


x = s,

y = −1+ 2s, gdzie s ∈ R.
z = 2− 2s,

�wiczenie 18.Obliczy¢ odlegªo±¢ prostej l :
x− 1

2
=
y+2

−1
=

z

1
od pªaszczyzny π : 2y+2z − 5 = 0.
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