
Caªki podwójne

Wykªad

• Caªki podwójne po prostok¡cie

• Caªki podwójne po obszarach normalnych

• Zastosowania geometryczne caªek podwójnych



De�nicja 1. (podziaª prostok¡ta)

Podziaªem prostok¡ta R = {(x, y) : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} nazywamy

zbiór P zªo»ony z prostok¡tów R1, R2, . . . , Rn, które caªkowicie

wypeªniaj¡ prostok¡t R i maj¡ parami rozª¡czne wn¦trza.

Rysunek 1. Podziaª prostok¡ta.
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Oznaczenia stosowane w de�nicji caªki po prostok¡cie

∆xk,∆yk - wymiary prostok¡ta Rk, gdzie 1 6 k 6 n;

dk =
√

(∆xk)2 + (∆yk)2 - dªugo±¢ przek¡tnej prostok¡ta Rk,

gdzie 1 6 k 6 n;

δ(P) = max {dk : 1 6 k 6 n} - ±rednica podziaªu P;
Ψ =

{
(x∗1, y

∗
1), (x∗2, y

∗
2), . . . , (x∗n, y

∗
n)
}
, gdzie (x∗k, y

∗
k) ∈ Rk dla 1 6

k 6 n - zbiór punktów po±rednich podziaªu P.
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De�nicja 2. (suma caªkowa funkcji po prostok¡cie)

Niech funkcja b¦dzie ograniczona na prostok¡cie R oraz niech

P b¦dzie podziaªem tego prostok¡ta, a Ψ zbiorem punktów po-

±rednich. Sum¡ caªkow¡ funkcji f odpowiadaj¡c¡ podziaªowi P
oraz punktom po±rednim Ψ nazywamy liczb¦

n∑
k=1

f(x∗k, y
∗
k)(∆xk)(∆yk).
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De�nicja 3. (caªka podwójna po prostok¡cie)

Niech funkcja b¦dzie ograniczona na prostok¡cie R. Caªk¦ po-

dwójn¡ z funkcji f po prostok¡cie R de�niujemy wzorem:∫∫
R

f(x, y)dxdy = lim
δ(P)→0

n∑
k=1

f(x∗k, y
∗
k)(∆xk)(∆yk),

o ile granica po prawej stronie znaku równo±ci jest wªa±ciwa i

nie zale»y od sposobu podziaªu P prostok¡ta R ani od sposobów

wyboru punktów po±rednich Ψ. Mówimy wtedy, »e funkcja f jest

caªkowalna na prostok¡cie R.
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Uwaga 1. Caªk¦ podwójn¡ z funkcji f po prostok¡cie R ozna-

czamy te» symbolem ∫∫
R

f(x, y)dσ.

Caªka podwójna po prostok¡cie jest naturalnym uogólnieniem

caªki z funkcji jednej zmiennej po przedziale.
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Twierdzenie 1. (o caªkowalno±ci funkcji ci¡gªych)

Funkcja ci¡gªa na prostok¡cie jest na nim caªkowalna.

Twierdzenie 2. (o liniowo±ci caªki podwójnej)

Niech funkcje f i g b¦d¡ caªkowalne na prostok¡cie R oraz niech

α, β ∈ R. Wtedy∫∫
R

(
αf(x, y) + βg(x, y)

)
dσ = α

∫∫
R

f(x, y)dσ + β
∫∫
R

g(x, y)dσ.
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Twierdzenie 3. (o addytywno±ci caªki podwójnej wzgl¦dem ob-

szaru caªkowania)

Je»eli funkcja R jest caªkowalna na prostok¡cie R, to dla dowol-

nego podziaªu tego prostok¡ta na prostok¡ty R1, R2 o rozª¡cz-

nych wn¦trzach zachodzi równo±¢∫∫
R

f(x, y)dσ =
∫∫
R1

f(x, y)dσ +
∫∫
R2

f(x, y)dσ.
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Twierdzenie 4. (o zamianie caªki podwójnej na caªki iterowane)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na prostok¡cie [a, b]× [c, d], to

∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)dσ =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy.

Uwaga 2.Caªki wyst¦puj¡ce w tezie twierdzenia 4 nazywamy caª-

kami iterowanymi funkcji po prostok¡cie.
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Uwaga 3.W dalszych rozwa»aniach b¦dziemy stosowa¢ oznacza-

nie caªek iterowanych

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx i

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy,
za pomoc¡ caªek pojedynczych postaci:

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy i

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx.
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�wiczenie 1.Oblicz podane caªki iterowane:

1∫
−1

dx

4∫
2

(x2 + y2x)dy,

4∫
2

dy

1∫
−1

(x2 + y2x)dx.

�wiczenie 2.Oblicz podane caªki podwójne po wskazanych prosto-

k¡tach:

a)

∫∫
R

sin (x+ y)dxdy, R =
[
−
π

4
,
π

4

]
×
[
0,
π

4

]
;

b)

∫∫
R

xydxdy√
x2 + y2 + 1

, R = [0,1]× [0,1].
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Twierdzenie 5. (caªka podwójna z funkcji o zmiennych rozdzie-

lonych)

Je»eli f jest funkcj¡ postaci f(x, y) = g(x)h(y), gdzie funkcje g i

h s¡ ci¡gªe odpowiednio na przedziaªach [a, b] i [c, d], to

∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)dxdy =

 b∫
a

g(x)dx

 ·
 d∫
c

h(y)dy

 .
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�wiczenie 3. Podane caªki zamieni¢ na iloczyny i sumy caªek

pojedynczych:

a)

∫∫
R

xy(x+ y)dxdy, gdzie R = [−1,1]× [−1,1];

b)

∫∫
R

cos(x+ y)dxdy, gdzie R =
[
−
π

4
,
π

4

]
×
[
0,
π

4

]
.
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Zamiana zmiennych w caªce podwójnej

Niech przeksztaªcenie

(1) x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v)

odwzorowuje obszar regularny domkni¦ty ∆ (w pªaszczy¹nie zmien-

nych u i v) na obszar regularny domkni¦ty D (w pªaszczy¹nie

zmiennych x i y).
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Twierdzenie 6. (wzór na zamian¦ zmiennych w caªce podwój-

nej)

Je»eli w przeksztaªceniu (1)

• funkcje ϕ i ψ s¡ ci¡gªe wraz z pierwszymi pochodnymi w ob-

szarze ∆;

• funkcja f(x, y) jest ci¡gªa w obszarze D;

• odwzorowanie wn¦trza obszaru ∆ w obszar D jest wzajemnie

jednoznaczne;
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• wewn¡trz obszaru D jakobian∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v

∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0;

to ma miejsce wzór∫∫
D

f(x, y)dxdy =
∫∫
∆

f (ϕ(u, v), ψ(u, v))
∣∣∣∣∂ϕ∂u · ∂ψ∂v − ∂ϕ∂v · ∂ψ∂u

∣∣∣∣ dudv.



Uwaga 4. (wzór na zamian¦ wspóªrz¦dnych prostok¡tnych na

wspóªrz¦dne biegunowe w caªce podwójnej)

W szczególno±ci przy wprowadzeniu wspóªrz¦dnych biegunowych

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

mamy ∫∫
D

f(x, y)dxdy =
∫∫
∆

f (ρ cosϕ, ρ sinϕ) ρdρdϕ.
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�wiczenie 4.Oblicz caªk¦

I =
∫∫
D

xy

2
dσ,

gdzie obszar D jest ¢wiartk¡ koªa

x2 + y2 = 16

dla x ∈ [0,1]. Rachunki przeprowad¹ bez wprowadzania i z wpro-

wadzaniem wspóªrz¦dnych biegunowych.
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De�nicja 4. (caªka podwójna po obszarze)

Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ i ograniczon¡ na obszarze ograniczo-

nym D ⊂ R2 oraz niech R b¦dzie dowolnym prostok¡tem zawieraj¡-

cym obszar D. Ponadto niech funkcja f∗ b¦dzie rozszerzeniem

funkcji f na R okre±lonym wzorem:

f∗(x, y) :=

f(x, y) dla (x, y) ∈ D,
0 dla (x, y) ∈ R\D.

Caªk¦ podwójn¡ funkcji f po obszarze D de�niujemy wzorem:∫∫
D

f(x, y)dσ :=
∫∫
R

f∗(x, y)dσ,

o ile caªka wyst¦puj¡ca po prawej stronie znaku równo±ci istnieje.

Mówimy wtedy, »e funkcja f jest caªkowalna na obszarze D.
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De�nicja 5. (obszary normalne wzgl¦dem osi ukªadu)

1. Obszar domkni¦ty D nazywamy obszarem normalnym wzgl¦-

dem osi Ox, je»eli mo»na zapisa¢ go w postaci:

D = {(x, y) : a 6 x 6 b, g(x) 6 y 6 h(x)} ,

gdzie funkcje g i h s¡ ci¡gªe na [a, b] oraz g(x) < h(x) dla ka»dego

x ∈ (a, b).

2. Obszar domkni¦ty D nazywamy obszarem normalnym wzgl¦-

dem osi Oy, je»eli mo»na zapisa¢ go w postaci:

D = {(x, y) : p(y) 6 x 6 q(y), c 6 y 6 d} ,

gdzie funkcje p i q s¡ ci¡gªe na [c, d] oraz p(y) < q(y) dla ka»dego

y ∈ (c, d).
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Rysunek 2.Obszar normalny wzgl¦dem osi Ox.

Rysunek 3.Obszar normalny wzgl¦dem osi Oy.

�wiczenie 5. Narysowa¢ podane obszary i okre±li¢, który z tych

obszarów jest normalny:

a) y = x2, y =
√
x;

b) y = 0, x = 2, y = x2;

c) y = |sinx|, y = 1, x = −
π

2
, x =

π

2
;

d) x2 + y2 = 1.
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Twierdzenie 7. (caªki iterowane po obszarach normalnych)

1. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na obszarze domkni¦tym

D = {(x, y) : a 6 x 6 b, g(x) 6 y 6 h(x)}
normalnym do osi Ox, to

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a


h(x)∫
g(x)

f(x, y)dy

 dx.
2. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na obszarze domkni¦tym

D = {(x, y) : p(y) 6 x 6 q(y), c 6 y 6 d}
normalnym do osi Oy, to

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c


q(y)∫
p(y)

f(x, y)dx

 dy.
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�wiczenie 6.Obliczy¢ podane caªki podwójne:

a)

∫∫
D

(x2 − xy)dxdy, gdzie D =
{

(x, y) ∈ R2 : y > x, y 6 3x− x2
}
;

b)

∫∫
D

(3x− 2y)dxdy, gdzie D =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1
}
;

c)

∫∫
D

xydxdy, gdzie D =
{

(x, y) ∈ R2 : y 6 6− x, y >
√
x, x > 0

}
.
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De�nicja 6. (obszar regularny na pªaszczy¹nie)

Sum¦ sko«czonej liczby obszarów normalnych o parami rozª¡cz-

nych wn¦trzach nazywamy obszarem regularnym na pªaszczy¹nie.

Twierdzenie 8. (pole obszaru regularnego)

Pole obszaru regularnego D ⊂ R2 wyra»a si¦ wzorem:

|D| =
∫∫
D

dσ.
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�wiczenie 7.Obliczy¢ pola obszarów ograniczonych krzywymi:

a) y = x2 − x, y = x;

b) y = ex, y = lnx, x+ y = 1, x = 2.
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Twierdzenie 9. (Obj¦to±¢ bryªy)

Obj¦to±¢ bryªy V poªo»onej nad obszarem regularnym D ⊂ R2

i ograniczonej z doªu i z góry odpowiednio wykresami funkcji

ci¡gªych z = f(x, y) i z = g(x, y) wyra»a si¦ wzorem:

|V | =
∫∫
D

[g(x, y)− f(x, y)] dσ.
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�wiczenie 8.Obliczy¢ obj¦to±¢ bryª ograniczonych wskazanymi

powierzchniami:

a) x = 0, x = 1− |y|, z = 0, z = 10− 5x− 2y;

b) z = 2− x− y, z = 0, y2 = x;

c) z = ey−x, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0.
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Twierdzenie 10. (Pole powierzchni w przestrzeni)

Pole powierzchni pªata gªadkiego S o równaniu z = f(x, y) poªo-

»onego nad obszarem regularnym D ⊂ R2 wyra»a si¦ wzorem:

|S| =
∫∫
D

√
1 + (f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2dxdy.
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�wiczenie 9.Oblicz pole cz¦±ci powierzchni 2xy − z2 = 0 wy-

ci¦tej przez prostopadªo±cian, którego podstawa znajduje si¦ w

pªaszczy¹nie OXY, a wierzchoªkami jej s¡ punkty A(0,0), B(4,0),

C(4,9) i D(0,9).

�wiczenie 10. Oblicz pole powierzchni walca o promieniu 1,

zawarte wewn¡trz kuli o promieniu 2, której ±rodek le»y na po-

wierzchni walca.
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