Catki podwadjne

Wyktad
e Catki podwdjne po prostokacie
e Catki podwdjne po obszarach normalnych

e Zastosowania geometryczne catek podwdjnych



Definicja 1. (podziat prostokata)

Podziatem prostokata R = {(z,y) : a <z < b,c < y < d} nazywamy
zbior P ztozony z prostokatow Ry, R, ..., R,, ktore catkowicie
wypetniajg prostokat R I majg parami roztgczne wnetrza.

Rysunek 1. Podziat prostokata.



Oznaczenia stosowane w definicji catki po prostokacie

Az, Ay, - wymiary prostokata Ry, gdzie 1 < k < n;

dp, = \/(Aack)Q + (Ay)? - dtugosé przekatnej prostokata Ry,
gdzie 1 < k < n;

6(P) = max{dy : 1 < k <n} - Srednica podziatu P;

W= {(a1,41), (@5, 5), -, (zh,u3) |, gdzie (z},y}) € Ry, dla 1 <
k <n - zbidor punktdw posSrednich podziatu P.




Definicja 2. (suma catkowa funkcji po prostokacie)

Niech funkcja bedzie ograniczona na prostokacie R oraz niech
P bedzie podziatem tego prostokata, a W zbiorem punktdow po-
Srednich. Sumga catkowa funkcji f odpowiadajaca podziatowi P
oraz punktom posrednim W nazywamy liczbe

> fag yie) (Dxg) (Ayg).
k=1



Definicja 3. (catka podwdjna po prostokacie)
Niech funkcja bedzie ograniczona na prostokacie R. Catke po-
dwdjng z funkcji f po prostokacie R definiujemy wzorem:

// flz,y)dedy = lim > f(af, yp) (Dzp) (Ay),
R

6(P)—0 =7

O ile granica po prawej stronie znaku rownosci jest witasciwa i
nie zalezy od sposobu podziatu P prostokata R ani od sposobdow
wyboru punktow posrednich W. Mowimy wtedy, ze funkcja f jest
catkowalna na prostokacie R.



Uwaga 1. Catke podwdjng z funkcji f po prostokacie R ozna-
czamy tez symbolem

/ f(x,y)do.

R
Catka podwodjna po prostokgcie jest naturalnym uogodlnieniem

catki z funkcji jednej zmiennej po przedziale.



Twierdzenie 1. (o catkowalnosci funkcji ciggtych)
Funkcja ciggta na prostokacie jest na nim catkowalna.

Twierdzenie 2. (o liniowosci catki podwdjnej)

Niech funkcje f i g beda catkowalne na prostokacie R oraz niech
o, 8 € R. Wtedy

// (af(x,y) + 59(x,y)>da = a//f(;p,y)dg 4+ B//g(x,y)da.
R 7 e



Twierdzenie 3. (o addytywnosci catki podwdjnej wzgledem ob-
szaru catkowania)

Jezeli funkcja R jest catkowalna na prostokgcie R, to dla dowol-

nego podziatu tego prostokata na prostokaty Ri,Ro O roztgcz-
nych wnetrzach zachodzi rownosc¢

|] 1@ o = [[ $@pydo+ [[ £, p)de
R R5

R



Twierdzenie 4. (o0 zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)
Jezeli funkcja f jest ciggta na prostokacie [a,b] X [¢,d], to

b d

// f(a:,y)da:/ /df(a:,y)dy d:r:=/ /bf(a:,y)da: dy.

[a,b] X [c,d] ¢ c

Uwaga 2. Catki wystepujace w tezie twierdzenia 4 nazywamy cat-
kami iterowanymi funkcji po prostokacie.



Uwaga 3. W dalszych rozwazaniach bedziemy stosowal oznacza-
nie catek iterowanych

/b/df(:v,y)dy dr | //bf(w,y)dx dy,

C

Za pomocg catek pojedynczych postaci:

b d d b
/dw/f(:v,y)dy i /dy/f(:v,y)dw-



Cwiczenie 1. Oblicz podane catki iterowane:

1 4 4 1
/da:/( + y2x)dy, /dy /(:c2 + y2x)dx.
1 2 2 —1

Cwiczenie 2. Oblicz podane catki podwdjne po wskazanych prosto-
katach:

a) //Si” (z + y)dzdy, R = [—% ﬂ [o,ﬂ .

b) // \/x‘rydwdy . R=10,1] x [0,1].

+y%+1
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Twierdzenie 5. (catka podwdjna z funkcji o zmiennych rozdzie-
lonych)

Jezeli f jest funkcja postaci f(x,y) = g(x)h(y), gdzie funkcje g i
h sg ciggte odpowiednio na przedziatach [a,b] i [c,d], to

// f(z,y)dxdy = /bg(:c)dac : /dh(y)dy

[a,b] X [¢,d]
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Cwiczenie 3. Podane catki zamieni¢ na iloczyny i sumy catek
pojedynczych:

a) // zy(z + y)dedy, gdzie R = [-1,1] x [-1,1];
b) Z/ cos(x + y)dzdy, gdzie R = [—%,% [O, ﬂ
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Zamiana zmiennych w catce podwadjnej

Niech przeksztatcenie

(1) z = p(u,v), y = ¢(u,v)

odwzorowuje obszar regularny domkniety A (w ptaszczyznie zmien-
nych «w i v) na obszar regularny domkniety D (w ptaszczyznie
zmiennych x i y).
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Twierdzenie 6. (wz6r na zamiane zmiennych w catce podwdj-
nej)
Jezeli w przeksztatceniu (1)

e funkcje ¢ iy sg ciggte wraz z pierwszymi pochodnymi w ob-
szarze /\;

e funkcja f(x,y) jest ciggta w obszarze D;

e odwzorowanie wnetrza obszaru A w obszar D jest wzajemnie
Jjednoznaczne;
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e wewnatrz obszaru D jakobian

o0 Oy
ou Ov

oY Oy
ou Ov

# 0,

to ma miejsce wzor

//f(x y)dady —/ S (p(u,v), ¥(u, v)) 690 Op ¢ 0¥

ov ov Ou

dudv.




Uwaga 4. (wzor na zamiane wspotrzednych prostokatnych na
wspotrzedne biegunowe w catce podwaojnej)
W szczegdlnosSci przy wprowadzeniu wspotrzednych biegunowych

x = p COS o, Yy = pSiny

mamy

// f(z,y)dzdy = //f(pCOSso,psiﬂ ©) pdpdep.
D A
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Cwiczenie 4. Oblicz catke

IZ//ﬂda,
2
D

gdzie obszar D jest Cwiartka kota
2 + y2 = 16

dla x € [0,1]. Rachunki przeprowadz bez wprowadzania i z wpro-
wadzaniem wspotrzednych biegunowych.
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Definicja 4. (catka podwdjna po obszarze)

Niech f bedzie funkcjg okreSlong i ograniczong na obszarze ograniczo-
nym D C R? oraz niech R bedzie dowolnym prostokatem zawieraja-
cym obszar D. Ponadto niech funkcja f* bedzie rozszerzeniem

funkcji f na R okreSlonym wzorem:

o) .:{f(a:,y) dla  (z,y) € D,
77 o dla (z,y) € R\D.

Catke podwdjng funkcji f po obszarze D definiujemy wzorem:

| 1@ ydo = [[ 5@, p)do
D R

O ile catka wystepujaca po prawej stronie znaku rownosci istnieje.
Mowimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na obszarze D.
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Definicja 5. (obszary normalne wzgledem osi uktadu)
1. Obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgle-
dem osi Oz, jezeli mozna zapisaC go w postaci:

D={(z,y):a<z<b, glx) <y<h(z)},

gdzie funkcje g i h sg ciggte na [a,b] oraz g(x) < h(x) dla kazdego
x € (a,b).

2. Obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgle-
dem osi Oy, jezeli mozna zapisaC go w postaci:

D = {(z,y) :p(y) <z < qy), c<y<d},

gdzie funkcje p i g sa ciagte na [c,d] oraz p(y) < q(y) dla kazdego
y € (¢, d).
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Rysunek 2. Obszar normalny wzgledem osi Ozx.
Rysunek 3. Obszar normalny wzgledem osi Ovy.

Cwiczenie 5. Narysowac¢ podane obszary i okresli¢, ktory z tych
obszarow jest normalny:

2) y =12, y = V;
b)y=0,z=2,y==x
C)y=|sinx

d) z2 4+ y2 = 1.

2.

’

1 T T
’ — y L — ——, L =
Y 2 2
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Twierdzenie 7. (catki iterowane po obszarach normalnych)
1. Jezeli funkcja f jest ciggta na obszarze domknietym

D={(z,y) :a<z<b g(x) <y < h(z)}
normalnym do osi Ox, to

b [ h(x)

[ 1@ ydady = [ | [ f(a,p)dy | do.
D ¢ \g(z)

2. Jezeli funkcja f jest ciggta na obszarze domknietym

D ={(z,y) :p(y) <z <q(y), c<y<d}
normalnym do osi Oy, to

d [ a(y)

//f(:v,y)dxdy=/ /f(:v,y)dw dy.
D ¢ \p(y)
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Cwiczenie 6. Obliczy¢ podane catki podwadjne:
a) //(332 — xy)dxdy, gdzie D = {(:c,y) ER?:y>uz,y< 3z — 332},'
D

b) //(3:(; — 2y)dady, gdzie D = {(z,y) € R2: 22 + 12 < 1},
D

C) //wydwdy, gdzie D = {(:U,y) cERZ2:y<6—12,9> \/5,:1320}.
D
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Definicja 6. (obszar regularny na ptaszczyznie)
Sume skonczonej liczby obszarow normalnych o parami roztacz-
nych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym na ptaszczyznie.

Twierdzenie 8. (pole obszaru regularnego)
Pole obszaru regularnego D C R? wyraZza sie wzorem:

D :é/da.
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Cwiczenie 7. Obliczy¢ pola obszarow ograniczonych krzywymi:
a) y=a?
b)y=¢€¢%, y=Inz, x+y=1, z = 2.

— T, Yy=ux,
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Twierdzenie 9. (Objetos¢ bryty)

Objetos¢é bryty V potozonej nad obszarem regularnym D C R2
I ograniczonej z dotu i z gory odpowiednio wykresami funkcji
ciagtych z = f(x,y) i z = g(x,y) wyraza sie wzorem:

VI= ([ lo(w,v) - £z, )] do
D

24



Cwiczenie 8. Obliczy¢ objetos¢ bryt ograniczonych wskazanymi
powierzchniami:

a)r=0,z=1-1y|, 2z=0, 2= 10 — 5z — 2y;

b) z=2—-xz—vy, 2z=0, y2=a:,'

C)z=e¥ %, z4+y=1, =0, y=0, z=0.
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Twierdzenie 10. (Pole powierzchni w przestrzeni)
Pole powierzchni ptata gtadkiego S o rownaniu z = f(x,y) poto-
zonego nad obszarem regularnym D C R?2 wyraza sie wzorem:

1= [[ 1+ Uile.v)? + (fy (e, y)dady
D
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Cwiczenie 9. Oblicz pole czesci powierzchni 2zy — 22 = 0 wy-
cietej przez prostopadtoscian, ktorego podstawa znajduje sie w
ptaszczyznie OXY, a wierzchotkami jej sq punkty A(0,0), B(4,0),
C(4,9) i D(0,9).

Cwiczenie 10. Oblicz pole powierzchni walca o promieniu 1,
zawarte wewnatrz kuli o promieniu 2, ktorej srodek lezy na po-
wierzchni walca.
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