
Szeregi liczbowe

Wykªad

• Uwagi ogólne o szeregach

• Szeregi o wyrazach nieujemnych

• Szeregi przemienne



Przykªad 1. Dany kwadrat o polu powierzchni równym 1 po-

dzielmy na dwie równe cz¦±ci. Pole powierzchni jednej z nich

oznaczmy przez a1, a drug¡ podzielmy znów na równe cz¦±ci.

Pole powierzchni jednej z nich oznaczmy przez a2, a drug¡ po-

dzielmy znów na równe cz¦±ci i tak dalej. Otrzymujemy niesko«-

czony ci¡g prostok¡tów o polach powierzchni an =
1

2n
dla n ∈ N.

(Rys.) Utwórzmy sum¦ otrzymanych prostok¡tów:

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+

1

2n
+ . . .

i zauwa»y, »e operacji dodawania, ze wzgl¦du na niesko«czon¡

liczb¦ skªadników, nie mo»na efektywnie wykona¢ dodaj¡c ko-

lejne skªadniki. Z drugiej strony, ze wzgl¦du na konstrukcj¦ ci¡gu

(an), nietrudno spostrzec, »e po dodaniu wszystkich jego wyra-

zów suma wyniesie 1. Przykªad ten prowadzi do poj¦cia szeregu

i jego sumy.
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De�nicja 1. (niesko«czony szereg liczbowy)

Przez szereg liczbowy niesko«czony oznaczony symbolem

a1 + a2 + · · ·+ an+ . . . lub
∞∑
n=1

an

rozumiemy ci¡g sum:

s1 = a1,

s2 = a1 + a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Liczby a1, a2, . . . nazywamy wyrazami szeregu, a symbol an nazy-

wamy wyrazem ogólnym szeregu. Wyrazy ci¡gu (sn) nazywamy

sumami cz¦±ciowymi szeregu
∞∑
n=1

an.
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De�nicja 2. (szereg zbie»ny) Mówimy, »e szereg jest zbie»ny,

je»eli ci¡g sum cz¦±ciowych (sn) jest zbie»ny do granicy wªa-

±ciwej s, któr¡ wówczas nazywamy sum¡ szeregu. Stosujemy

oznaczenia:

∞∑
n=1

an = s lub a1 + a2 + · · ·+ an+ · · · = s.

Szereg który nie jest zbie»ny, nazywamy szeregiem rozbie»nym.

Twierdzenie 1. (warunek konieczny zbie»no±ci szeregu)

Warunkiem koniecznym zbie»no±ci ka»dego szeregu
∞∑
n=1

an jest

to, aby jego wyraz ogólny d¡»yª do zera, tzn.

lim
n→∞ an = 0.
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Twierdzenie 2. (o wyª¡czaniu staªej przed szereg)

Je»eli szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny i jego suma równa si¦ s, a c

jest liczb¡ staª¡, to szereg
∞∑
n=1

can jest zbie»ny i jego suma jest

równa cs. Je»eli szereg
∞∑
n=1

an jest rozbie»ny, to przy c 6= 0 szereg

∞∑
n=1

can jest te» rozbie»ny.
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Przykªad 2. Szereg geometryczny

∞∑
n=1

aqn−1, czyli a+ aq+ aq2 + · · ·+ aqn−1 + . . .

jest zbie»ny, gdy |q| < 1 i wówczas suma jego wynosi

∞∑
n=1

aqn−1 =
a

1− q
.

Szereg geometryczny jest natomiast rozbie»ny, gdy |q| > 1.
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Przykªad 3. Szereg harmoniczny

∞∑
n=1

1

n
, czyli 1+

1

2
+

1

3
+ · · ·+

1

n
+ . . .

jest rozbie»ny do ∞.

Przykªad 4. Szereg harmoniczny rz¦du α

∞∑
n=1

1

nα
, czyli 1+

1

2α
+

1

3α
+ · · ·+

1

nα
+ . . . ,

gdzie α > 0 jest dla α > 1 zbie»ny, a dla α 6 1 jest rozbie»ny.

Dla α = 1 otrzymujemy szereg harmoniczny.
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Twierdzenie 3. (kryterium Cauchy'ego*)

Dla szeregu
∞∑
n=1

an o nieujemnych wyrazach przyjmijmy:

p := lim
n→∞

n
√
an.

Je»eli

• p < 1, to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny;

• p > 1, to szereg ten jest rozbie»ny;

• p = 1, to szereg ten mo»e by¢ zbie»ny albo rozbie»ny.

*Augustin Louis Cauchy (1789-1857) - matematyk francuski.
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Twierdzenie 4. (kryterium d'Alemberta*)

Dla szeregu
∞∑
n=1

an o dodatnich wyrazach przyjmijmy:

p := lim
n→∞

an+1

an
.

Je»eli

• p < 1, to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny;

• p > 1, to szereg ten jest rozbie»ny;

• p = 1, to szereg ten mo»e by¢ zbie»ny albo rozbie»ny.

*Jean Le Rond d'Alembert (1717-1783) - �lozof i matematyk francuski.
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�wiczenie 1. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu:

a)
∞∑
n=1

6n

n!
;

b)
∞∑
n=1

nn

2n · n!
;

c)
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2en
;

d)
∞∑
n=1

n3

2n
;

e)
∞∑
n=1

(
n

3n+1

)n
;

f)
∞∑
n=1

(
n+2

2n− 1

)n2
.
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Twierdzenie 5. (kryterium porównawcze)

Je»eli dla dowolnych dwóch szeregów o wyrazach nieujemnych
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn istnieje n0 ∈ N takie, »e

an 6 bn dla n > n0,

to ze zbie»no±ci szeregu
∞∑
n=1

bn wynika zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

an

i z rozbie»no±ci szeregu
∞∑
n=1

an wynika rozbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

bn.
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Uwaga 1.Przy stosowaniu kryterium porównawczego do badania

zbie»no±ci niektórych szeregów pomocne b¦d¡ nast¦puj¡ce nie-

równo±ci:

a)
x

2
6 ln(1 + x) 6 x dla x ∈ [0,2],

b)
x

2
6 sinx 6 x dla x ∈ [0, 3π4 ],

c) sinx 6 x 6 tanx dla x ∈ [0, π2),

d) x 6 tanx 6 2x dla x ∈ [0, π3].

�wiczenie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów:

a)
∞∑
n=1

2n tan
1

3n
;

b)
∞∑
n=1

sin
(
tan

1

n

)
;

c)
∞∑
n=1

1

n
ln
(
1+

1

n

)
; d)

∞∑
n=1

(
√
n2 +1− n).
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De�nicja 3. (szereg przemienny)

Szereg
∞∑
n=1

an nazywamy przemiennym, je»eli jego wyrazy s¡ na-

przemian dodatnie i ujemne.

Twierdzenie 6. (kryterium Leibniza*)

Je»eli w szeregu przemiennym
∞∑
n=1

an pocz¡wszy od pewnego

miejsca n0 bezwzgl¦dne warto±ci wyrazów szeregu d¡»¡ mono-

tonicznie do zera, tzn. dla ka»dego n > n0 speªnione s¡ warunki:∣∣∣an+1

∣∣∣ 6 |an| ,
lim
n→∞ an = 0,

to szereg jest zbie»ny.

*Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) - �lozof, matematyk, prawnik
i dyplomata niemiecki
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�wiczenie 3. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

a)
∞∑
n=1

(−1)n+11

n
;

b)
∞∑
n=1

(−1)n+1( n
√
3− 1);

c)
∞∑
n=1

(−1)n sinn.
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Twierdzenie 7. (kryterium bezwzgl¦dnej zbie»no±ci)

Je»eli szereg
∞∑
n=1
|an|, którego wyrazy równe s¡ warto±ciom bezwzgl¦-

dnym wyrazów szeregu
∞∑
n=1

an, jest zbie»ny, to i szereg
∞∑
n=1

an jest

zbie»ny.

De�nicja 4. (szereg bezwzgl¦dnie zbie»ny)

Szereg
∞∑
n=1

an nazywamy szeregiem bezwzgl¦dnie zbie»nym, je-

»eli szereg
∞∑
n=1
|an| jest zbie»ny.

De�nicja 5. (szereg warunkowo zbie»ny)

Szeregiem warunkowo zbie»nym nazywamy szereg zbie»ny, który

nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.
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Przykªad 5. Szereg

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2

jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, poniewa» szereg
∞∑
n=1

1

n2
jest zbie»ny

jako szereg harmoniczny rz¦du α = 2.

Przykªad 6. Szereg anharmoniczny

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

jest warunkowo zbie»ny. Rzeczywi±cie szereg ten na podstawie

kryterium Leibniza jest zbie»ny, a nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny,

gdy» szereg bezwzgl¦dnych warto±ci jego wyrazów stanowi roz-

bie»ny szereg harmoniczny
∞∑
n=1

1

n
.
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�wiczenie 4. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

a)
∞∑
n=1

(−1)n
(
2n− 1

2n+2

)n
;

b)
∞∑
n=1

(−1)n
(
n− 1

2n+2

)n
;

c)
∞∑
n=1

(−1)n sin
1

n
;

d)
∞∑
n=1

(−1)n+1n

(
2

3

)n−1
;

e)
∞∑
n=1

(−1)n

logn
.
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