Aproksymacja funkcji

Wyktad 5
e Wielomiany interpolacyjne Lagrange’a i Newtona
e B1ad interpolacji wielomianowej

e Metoda najmniejszych kwadratow



Wstep

Wyktad poSwiecony jest jednemu z najstarszych problemow w ma-
tematyce, i jednoczeSnie jednemu z najczesSciej stosowanych,
mianowicie konstrukcji aproksymacji do danej funkcji, w formie
prostszej funkcji (zazwyczaj wielomianowej). Odmiang tego pro-

blemu jest konstrukcja gtadkiej funkcji aproksymujacej zbidr da-
nych punktow.



Interpolacja wielomianowa

Zadanie interpolacji wielomianowej, do ktorego bedziemy sie od-
wotywaC w tym wyktadzie, polega na znalezieniu wielomianu p
mozliwie najnizszego stopnia, ktoérego wykres przechodzi przez
n + 1 danych punktéw (z;,vy;), tzn.

p(x;) = y; (0 < i< n).
Mowimy, ze wielomian p interpoluje wartoSci y. w weztach x..

Jezeli to sg wartosci pewnej funkcji f, to mowimy wtedy, ze p
interpoluje f.



Symbolem IM,, bedziemy oznaczaC zbidr wszystkich wielomiandow
CO najwyzej n-tego stopnia, tzn. wielomiandw postaci:

p(z) = ag + a1z + axz® + - - + anz™

Twierdzenie 1. Jezeli liczby xq,x1,x2,...,xn S@ parami rozne, to
istnieje doktadnie jeden wielomian p € 1y, taki, ze

p(x;) = v; (0 <i<n).



WzOr interpolacyjny Lagrane’a

Twierdzenie 1 mowi, ze wielomian interpolacyjny p jest wyzna-
czony jednoznacznie, ale nie wyklucza istnienia réznych jego po-
staci i roznych algorytmow jego konstrukcji. Ponizszy wzor

@) = 3 yl(a)
k=0

NOSi hazwe wzoru interpolacyjnego Lagrange’a. We wzorze tym
kazde z [ (z) oznacza wielomian postaci:

(@ zo)(@z—z1) .. (@ —p_1)(@ —xpg1) - (T — )
lk:(x) - 9

(zg —zo) (@ — 1) . (T — Tp—1) (T — Tp4-1) - - - (T — Zn)
co W skroconej wersji zapisujemy jako

n

()= [ — (0< k<n)
i=0,i%k Tk — Li




Cwiczenie 1. Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny dla punktow:
(5,145),(-7,—23),(—6,—-54), (0, —-954) stosujgc wzor Lagrange’a.

Cwiczenie 2. Wyznaczy¢ wielomian interpolujacy wartosci funk-

cji f(x) = e* w weztach {—1, —%, 0, %, 1} stosujgc wzor Lagrange’a.



Wzor interpolacyjny Newtona

Ponizszy wzOor

p(z) = cg + c1(xz —xg) + co(z —z0)(z — 1) + ...
+cp(z —zo)(xz —21) ... (* — 1)
Nnosi nazwe wzoru interpolacyjnego Newtona. Skrocona postac
tego wzoru jest nastepujaca:

n

p(z) = > cpgp(a),

k=0
gdzie

k—1
gp(x) = ][ (& — =;).
‘=0

J



Wartosci ¢, zalezg tylko od weztdw zqg,x1, ..., x5 | wartosci inter-
polowanej funkcji f w tych weztach (lub po prostu wartosci y;.).
ZaleznoSC te bedziemy oznaczac:

C — f[iIZO,CC]_,...,CUk],

gdzie prawa strona nosi nazwe ilorazu roznicowego rzedu k dla
funkcji f i podanych wyzej weztow.



Ilorazy roznicowe rzedu zerowedgo i pierwszego sg nastepujace:

flz1] — f[wo]‘

L1 — X0

flzol = f(=o), flzo,z1] =

Ilorazy roznicowe wyzszych rzedow oblicza sie rekurencyjnie sto-
Sujgc wzor:

f[l?]_,CBQ,...,CBk] — f[.CUO,CU]_,...,ZEk_]_]
Ll — X0 ‘

f[x07aj17"'7xk] —



Majac dane wezty x; i wartosci funkcji f(x;) (lub po prostu war-
tosci y;), czyli ilorazy zerowego rzedu f[z;], tworzymy tablice
ilorazow roznicowych wyzszych rzedow. Przyktadowa tablica dla
przypadku czterech weztow jest nastepujaca:

L0
L1
L2
L3

A
Sl
flzo)]

I

L3

0]
1]

flzo, z1]
flx1, xo]
flxo, x3]

f[aj07 L1, $2]

f[5131> o, :B3] f[ZCO, L1,I2, $3]

Pionowa kreska oddziela wielkosSci dane od obliczanych. Pierwsze
elementy w kazdej kolumnie od gory, to ilorazy wystepujace we
wzorze interpolacyjnym Newtona, tzn.

co = flzol,c1 = flzo, z1], o0 = flzo, x1, 2], c3 = flxo, 1,22, 23]



Cwiczenie 3. Stosujac wzor interpolacyjny Newtona znalez¢ wie-
lomian, ktorego wykres przechodzi przez punkty:
(37 1)/(17 _3)1(57 2)1(67 4)

Cwiczenie 4. Stosujgc wzor interpolacyjny Newtona znalez¢ wie-

lomian interpolujacy funkcje f(x) = Inxz w weztach zg = 1,
x1 = 2 I x» = 4. Nastepnie zrobiC to samo z dodatkowym
weztem x3 = %
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W obliczeniach numerycznych bardziej uzyteczny jest wzor New-
tona. Jego zaleta jest to, ze dotaczenie dodatkowych punktdow
(xr,yr) nie zmienia juz obliczonych wspdtczynnikdw c¢,. Zaleta
wzoru Lagrange’'a jest natomiast niezaleznoSC wielomiandw [;. od
wartosci y;., co przydaje sie w rozwazaniach analitycznych, np.
W catkowaniu numerycznym.
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Btfad interpolacji wielomianowej

Ponizsze twierdzenie pozwala oszacowalC odchylenie wielomianu
interpolacyjnego do funkcji interpolowanej, o ile jest ona dosta-
tecznie regularna.

Twierdzenie 2. Jezeli f € C"T1[a,b], a wielomian p € N, inter-
poluje wartosci funkcji f wn—+ 1 roznych punktach xg,x1,...,xn
przedziatu [a,b], to dla kazdego x € [a,b] istnieje takie £ € (a,b),
ze

Frt(6) ﬁ (o — ).

1@ =pe) = 1T
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Cwiczenie 5. Z jaka doktadnoscia mozna ob/iczyc’ sin (%) sto-

sujac interpolacje wielomianowg dla weztow: 0, % & 4 73T

Stosujac twierdzenie 2, bedziemy chcieli obliczy€ btad bezwzgledny
)sin (2l4) — , gdzie p jest wielomianem interpolacyjnym stop-
T

nia 3. Mamy n = 3, przyjmujemy a = 0 i b = 3 Obliczamy
pochodne z funkcji f(xz) = sinxz, mamy

(z) =cosx, f"(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, F*(z)=sinzx.

Zauwazy, ze MaXee(o, 1) Isinx| = i. Mozemy teraz oszacowac
popetniany btad bezwzgledny, dostaJemy

oG DEDED

_ V3r®
48

sin (1) ~ ()| <

~ 0.001112405719.
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Cwiczenie 6. Jaki jest btad przyblizenia funkcji f(x) = coscz
wielomianem interpolacyjnym 9tego stopnia w przedziale [0, 1],
do ktorego nalezg wszystkie wezty.

Wielomian p jest stopnia 9, wiec n = 9. Bedziemy potrzebowac
10tej pochodnej. W tym przypadku mamy

f(z) =cosz, f'(z) = —sinz, f’'(z)=—cosz, f"(z) =sinz
() =cosz, FfO)(x) = —singz, O (2) = —cosz, F(z) =sinx
&) (z2) = cosz, F9(z) = —sinz, F(19(2) = — cosz.

Zauwazmy, ze MmaXec(o.1) ‘f(lo)(f)‘ = MaXge(0.1)|—COsE| < 1 oraz
[17_q |z — z;] < 1. Ostatecznie dla kazdego x € [0, 1] mamy

1 1
10! 3628800

Isinz — p(z)] < ~ 2.75573922 - 10 ".
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Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratdw jest przyktadem najprostszego
podejScia do zagadnienia dopasowania danych. Dane s3 repre-
zentowane jako punkty na ptaszczyznie. Zadanie polega na zna-
lezieniu takiej krzywej (w tym przypadku bedzie to prosta), ktora
najlepiej oddaje ogdlny trend.

Metoda najmniejszych kwadratow definiuje najlepiej dopasowang

do danych linie prostg jako tg ktdéra minimalizuje sume kwadra-
tow odlegtosci pomiedzy posiadanymi danymi a tg prosta.
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Niech dane beda okreSlone za pomoca par (xx,yr), 1 < k < n dla
pewnego n. Chcemy znalezC wspotczynniki a i b rownania

y=ax+b>b

tak, aby funkcja

n

Fa,b) = Y (g — (azy, + b))

k=1
przyjmowata najmniejszg wartosC. Jest to typowy problem znaj-
dowania minimum funkcji dwdéch zmiennych. Obliczamy po-
chodne czastkowe F; i Fj i znajdujemy punkt w ktérym one
jednoczesSnie znikajg. Jest to tzw. punkt stacjonarny. Dla funk-
cji F okreSlonej jak wyzej punkt stacjonarny jest jej minimum
globalnym.
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Cwiczenie 7. Znalez¢ rownanie prostej najlepiej dopasowanej do
danych:

z, 0 1 2 3 4 5
yr 10 25 51 66 97 118

Cwiczenie 8. Dla danych eksperymentalnych

T O 10 20 30 40 50 60 70
yr 0.716 0.893 1.055 1.134 1.167 1.281 1.994 2.500

30 90 100 110 120
3.151 4.300 5.308 4.966 10.919

wyznaczyC prosta najlepiej oddajacg ogolny trend dla punktow
o0 wspotrzednych (xp,Iny).
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