
Aproksymacja funkcji

Wykªad 5

• Wielomiany interpolacyjne Lagrange'a i Newtona

• Bª¡d interpolacji wielomianowej

• Metoda najmniejszych kwadratów



Wst¦p

Wykªad po±wi¦cony jest jednemu z najstarszych problemów w ma-

tematyce, i jednocze±nie jednemu z najcz¦±ciej stosowanych,

mianowicie konstrukcji aproksymacji do danej funkcji, w formie

prostszej funkcji (zazwyczaj wielomianowej). Odmian¡ tego pro-

blemu jest konstrukcja gªadkiej funkcji aproksymuj¡cej zbiór da-

nych punktów.
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Interpolacja wielomianowa

Zadanie interpolacji wielomianowej, do którego b¦dziemy si¦ od-

woªywa¢ w tym wykªadzie, polega na znalezieniu wielomianu p

mo»liwie najni»szego stopnia, którego wykres przechodzi przez

n+ 1 danych punktów (xi, yi), tzn.

p(xi) = yi (0 6 i 6 n).

Mówimy, »e wielomian p interpoluje warto±ci yk w w¦zªach xk.

Je»eli to s¡ warto±ci pewnej funkcji f , to mówimy wtedy, »e p

interpoluje f .
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Symbolem Πn b¦dziemy oznacza¢ zbiór wszystkich wielomianów

co najwy»ej n-tego stopnia, tzn. wielomianów postaci:

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

Twierdzenie 1. Je»eli liczby x0, x1, x2, . . . , xn s¡ parami ró»ne, to

istnieje dokªadnie jeden wielomian p ∈ Πn taki, »e

p(xi) = yi (0 6 i 6 n).
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Wzór interpolacyjny Lagrane'a

Twierdzenie 1 mówi, »e wielomian interpolacyjny p jest wyzna-

czony jednoznacznie, ale nie wyklucza istnienia ró»nych jego po-

staci i ró»nych algorytmów jego konstrukcji. Poni»szy wzór

p(x) =
n∑

k=0

yklk(x)

nosi nazw¦ wzoru interpolacyjnego Lagrange'a. We wzorze tym

ka»de z lk(x) oznacza wielomian postaci:

lk(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
,

co w skróconej wersji zapisujemy jako

lk(x) =
n∏

i=0,i 6=k

x− xi
xk − xi

(0 6 k 6 n).
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�wiczenie 1.Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny dla punktów:

(5,145), (−7,−23), (−6,−54), (0,−954) stosuj¡c wzór Lagrange'a.

�wiczenie 2.Wyznaczy¢ wielomian interpoluj¡cy warto±ci funk-

cji f(x) = ex w w¦zªach {−1,−1
2,0,

1
2,1} stosuj¡c wzór Lagrange'a.
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Wzór interpolacyjny Newtona

Poni»szy wzór

p(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + . . .

+ ck(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

nosi nazw¦ wzoru interpolacyjnego Newtona. Skrócona posta¢

tego wzoru jest nast¦puj¡ca:

p(x) =
n∑

k=0

ckqk(x),

gdzie

qk(x) =
k−1∏
j=0

(x− xj).
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Warto±ci ck zale»¡ tylko od w¦zªów x0, x1, . . . , xk i warto±ci inter-

polowanej funkcji f w tych w¦zªach (lub po prostu warto±ci yk).

Zale»no±¢ t¦ b¦dziemy oznacza¢:

ck = f [x0, x1, . . . , xk],

gdzie prawa strona nosi nazw¦ ilorazu ró»nicowego rz¦du k dla

funkcji f i podanych wy»ej w¦zªów.
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Ilorazy ró»nicowe rz¦du zerowego i pierwszego s¡ nast¦puj¡ce:

f [x0] = f(x0), f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0
.

Ilorazy ró»nicowe wy»szych rz¦dów oblicza si¦ rekurencyjnie sto-

suj¡c wzór:

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0
.
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Maj¡c dane w¦zªy xi i warto±ci funkcji f(xi) (lub po prostu war-

to±ci yi), czyli ilorazy zerowego rz¦du f [xi], tworzymy tablic¦

ilorazów ró»nicowych wy»szych rz¦dów. Przykªadowa tablica dla

przypadku czterech w¦zªów jest nast¦puj¡ca:

x0 f [x0]
x1 f [x1]
x2 f [x2]
x3 f [x3]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f [x0, x1]
f [x1, x2]
f [x2, x3]

f [x0, x1, x2]
f [x1, x2, x3]

f [x0, x1, x2, x3]

Pionowa kreska oddziela wielko±ci dane od obliczanych. Pierwsze

elementy w ka»dej kolumnie od góry, to ilorazy wyst¦puj¡ce we

wzorze interpolacyjnym Newtona, tzn.

c0 = f [x0], c1 = f [x0, x1], c2 = f [x0, x1, x2], c3 = f [x0, x1, x2, x3].
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�wiczenie 3. Stosuj¡c wzór interpolacyjny Newtona znale¹¢ wie-

lomian, którego wykres przechodzi przez punkty:

(3,1),(1,−3),(5,2),(6,4).

�wiczenie 4. Stosuj¡c wzór interpolacyjny Newtona znalez¢ wie-

lomian interpoluj¡cy funkcj¦ f(x) = lnx w w¦zªach x0 = 1,

x1 = 2 i x2 = 4. Nast¦pnie zrobi¢ to samo z dodatkowym

w¦zªem x3 = 1
2.

10



W obliczeniach numerycznych bardziej u»yteczny jest wzór New-

tona. Jego zalet¡ jest to, »e doª¡czenie dodatkowych punktów

(xk, yk) nie zmienia ju» obliczonych wspóªczynników ck. Zalet¡

wzoru Lagrange'a jest natomiast niezale»no±¢ wielomianów lk od

warto±ci yk, co przydaje si¦ w rozwa»aniach analitycznych, np.

w caªkowaniu numerycznym.
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Bª¡d interpolacji wielomianowej

Poni»sze twierdzenie pozwala oszacowa¢ odchylenie wielomianu

interpolacyjnego do funkcji interpolowanej, o ile jest ona dosta-

tecznie regularna.

Twierdzenie 2. Je»eli f ∈ Cn+1[a, b], a wielomian p ∈ Πn inter-

poluje warto±ci funkcji f w n+ 1 ró»nych punktach x0, x1, . . . , xn

przedziaªu [a, b], to dla ka»dego x ∈ [a, b] istnieje takie ξ ∈ (a, b),

»e

f(x)− p(x) =
f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi).
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�wiczenie 5. Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na obliczy¢ sin ( π
24) sto-

suj¡c interpolacj¦ wielomianow¡ dla w¦zªów: 0, π6,
π
4,
π
3.

Stosuj¡c twierdzenie 2, b¦dziemy chcieli obliczy¢ bª¡d bezwzgl¦dny∣∣∣sin ( π
24)− p( π

24)
∣∣∣, gdzie p jest wielomianem interpolacyjnym stop-

nia 3. Mamy n = 3, przyjmujemy a = 0 i b = π
3. Obliczamy

pochodne z funkcji f(x) = sinx, mamy

f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f(4)(x) = sinx.

Zauwa»y, »e maxξ∈(0,π3) |sinx| =
√

3
2 . Mo»emy teraz oszacowa¢

popeªniany bª¡d bezwzgl¦dny, dostajemy∣∣∣∣sin (
π

24
)− p(

π

24
)
∣∣∣∣ <

√
3

2

4!

∣∣∣∣( π24
− 0

)(
π

24
−
π

6

)(
π

24
−
π

4

)(
π

24
−
π

3

)∣∣∣∣
=

√
3π4

48
≈ 0.001112405719.

13



�wiczenie 6. Jaki jest bª¡d przybli»enia funkcji f(x) = cosx

wielomianem interpolacyjnym 9tego stopnia w przedziale [0,1],

do którego nale»¡ wszystkie w¦zªy.

Wielomian p jest stopnia 9, wiec n = 9. B¦dziemy potrzebowa¢

10tej pochodnej. W tym przypadku mamy

f(x) = cosx, f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cosx, f ′′′(x) = sinx

f(4)(x) = cosx, f(5)(x) = − sinx, f(6)(x) = − cosx, f(7)(x) = sinx

f(8)(x) = cosx, f(9)(x) = − sinx, f(10)(x) = − cosx.

Zauwa»my, »e maxξ∈(0,1)

∣∣∣f(10)(ξ)
∣∣∣ = maxξ∈(0,1) |− cos ξ| 6 1 oraz∏9

i=0 |x− xi| 6 1. Ostatecznie dla ka»dego x ∈ [0,1] mamy

|sinx− p(x)| 6
1

10!
=

1

3628800
≈ 2.75573922 · 10−7.
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Metoda najmniejszych kwadratów

Metoda najmniejszych kwadratów jest przykªadem najprostszego

podej±cia do zagadnienia dopasowania danych. Dane s¡ repre-

zentowane jako punkty na pªaszczy¹nie. Zadanie polega na zna-

lezieniu takiej krzywej (w tym przypadku b¦dzie to prosta), która

najlepiej oddaje ogólny trend.

Metoda najmniejszych kwadratów de�niuje najlepiej dopasowan¡

do danych lini¦ prost¡ jako t¡ która minimalizuje sum¦ kwadra-

tów odlegªo±ci pomi¦dzy posiadanymi danymi a t¡ prost¡.

15



Niech dane b¦d¡ okre±lone za pomoc¡ par (xk, yk), 1 6 k 6 n dla

pewnego n. Chcemy znale¹¢ wspóªczynniki a i b równania

y = ax+ b

tak, aby funkcja

F (a, b) =
n∑

k=1

(
yk − (axk + b)

)2

przyjmowaªa najmniejsz¡ warto±¢. Jest to typowy problem znaj-

dowania minimum funkcji dwóch zmiennych. Obliczamy po-

chodne cz¡stkowe F ′a i F ′b i znajdujemy punkt w którym one

jednocze±nie znikaj¡. Jest to tzw. punkt stacjonarny. Dla funk-

cji F okre±lonej jak wy»ej punkt stacjonarny jest jej minimum

globalnym.
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�wiczenie 7. Znale¹¢ równanie prostej najlepiej dopasowanej do

danych:

xk 0 1 2 3 4 5
yk 10 25 51 66 97 118

�wiczenie 8.Dla danych eksperymentalnych

xk 0 10 20 30 40 50 60 70
yk 0.716 0.893 1.055 1.134 1.167 1.281 1.994 2.500

80 90 100 110 120
3.151 4.300 5.308 4.966 10.919

wyznaczy¢ prost¡ najlepiej oddaj¡c¡ ogólny trend dla punktów

o wspóªrz¦dnych (xk, ln yk).
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