
Równania ró»niczkowe rz¦du drugiego

o staªych wspóªczynnikach

Wykªad (In»ynieria ±rodowiska)

• Równania liniowe jednorodne

• Równania liniowe niejednorodne



De�nicja 1. (równanie drugiego rz¦du o wspóªczynnikach staªych)

Równanie ró»niczkowe liniowe rz¦du drugiego o wspóªczynnikach

staªych ma posta¢

a
d2y

dx2
+ b

dy

dx
+ cy = f(x), (a 6= 0).

Równanie to jest liniowe wzgl¦dem y i jej pochodnych, natomiast

funkcja f zmiennej x mo»e by¢ dowolnej postaci, a litery a, b, c

oznaczaj¡ dowolne staªe rzeczywiste.

Uwaga 1. Je»eli f(x) ≡ 0, to równanie to nazywamy równaniem

jednorodnym (lub uproszczonym), w przeciwnym przypadku nazy-

wamy je równaniem niejednorodnym (lub w postaci ogólnej).
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Twierdzenie 1. (o postaci rozwi¡zania równania liniowego rz¦du

drugiego o staªych wspóªczynnikach)

Je»eli znamy rozwi¡zanie ogólne y1(x, C1, C2) równania jedno-

rodnego oraz jakie± rozwi¡zanie szczególne y2(x) równania niejedno-

rodnego, to rozwi¡zanie ogólne równania niejednorodnego wyra»a

si¦ wzorem

y = y1(x, C1, C2) + y2(x).
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De�nicja 2. (równanie charakterystyczne)

Równaniem charakterystycznym, jednorodnego równania liniowego

rz¦du drugiego o staªych wspóªczynnikach, nazywamy równanie

postaci

ar2 + br + c = 0 (a 6= 0),

otrzymane z równania

a
d2y

dx2
+ b

dy

dx
+ cy = 0, (a 6= 0),

przez podstawienie

y = erx.
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Algorytm rozwi¡zania jednorodnego równania rz¦du

drugiego o staªych wspóªczynnikach

Tworzymy równanie charakterystyczne:

ar2 + br + c = 0 (a 6= 0).

Równanie to mo»e mie¢ dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste, jeden

pierwiastek podwójny lub dwa ró»ne pierwiastki zespolone.

1. Je»eli δ = b2 − 4ac > 0, to równanie charakterystyczne ma

dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste r1 i r2, wówczas równanie

ró»niczkowe jednorodne ma rozwi¡zanie ogólne postaci

y = C1er1x + C2er2x.

4



2. Je»eli δ = b2 − 4ac = 0, to równanie charakterystyczne ma

jeden pierwiastek podwójny r, wówczas równanie ró»niczkowe

jednorodne ma rozwi¡zanie ogólne postaci

y = (C1x + C2)e
rx.

3. Je»eli δ = b2−4ac < 0, to równanie charakterystyczne ma dwa

ró»ne pierwiastki zespolone r1 = α + βi, r1 = α − βi, wówczas

równanie ró»niczkowe jednorodne ma rozwi¡zanie ogólne postaci

y = eαx(C1 cosβx + C2 sinβx).
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�wiczenie 1. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe:

a) 2y′′ − 5y′ − 3y = 0,

b) 4y′′ + 12y′ + 9y = 0,

c) y′′ + 4y′ + 13y = 0.
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Uwaga 2. (wyznaczanie rozwi¡za« szczególnych równa« liniowych

niejednorodnych drugiego rz¦du)

Zgodnie z twierdzeniem 1 rozwi¡zanie ogólne równania liniowego

niejednorodnego stopnia drugiego o staªych wspóªczynnikach jest

postaci:

CORN = CORJ + CSzRN.

Algorytm wyznaczania CORJ zostaª omówiony powy»ej. Rozwi¡zanie

szczególne równania niejednorodnego (CSzRN) znajdujemy metod¡

przewidywa« lub metod¡ uzmienniania staªej.
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�wiczenie 2. Rozwi¡za¢ równania:

a) y′′ − 4y + 4y = 8x3 − 36x,

b) y′′ + 4y = sin3x,

c) y′′ − y = 2x cosx + ex przy warunkach pocz¡tkowych x = 0,

y =
1

2
,y′ = 1.
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