Rownania rozniczkowe rzedu drugiego

o statych wspotczynnikach

Wyktad (Inzynieria Srodowiska)
e ROwnania liniowe jednorodne

e ROwnania liniowe niejednorodne



Definicja 1. (réwnanie drugiego rzedu o wspotczynnikach statych)
Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o wspotczynnikach
statych ma postac

d2y

ag—l—b— cy = f(x), (a #= 0).

Rownanie to jest liniowe wzgledem y i jej pochodnych, natomiast
funkcja f zmiennej x moze byC dowolnej postaci, a litery a,b,c
oznaczajg dowolne state rzeczywiste.

Uwaga 1. Jezeli f(x) = 0, to rédwnanie to nazywamy réwnaniem
jednorodnym (lub uproszczonym), w przeciwnym przypadku nazy-
wamy je réwnaniem niejednorodnym (lub w postaci ogdlnej).



Twierdzenie 1. (o postaci rozwigzania rownania liniowego rzedu
drugiego o statych wspdotczynnikach)

Jezeli znamy rozwigzanie ogolne yi(x,C1,C>) rownania jedno-
rodnego oraz jakies rozwigzanie szczegolne y>(x) rownania niejedno-

rodnego, to rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego wyraza
sie wzorem

y = y1(z,C1,C2) + yo(x).



Definicja 2. (rownanie charakterystyczne)

Rownaniem charakterystycznym, jednorodnego rownania liniowego
rzedu drugiego o statych wspotczynnikach, nazywamy rownanie
postaci

ar’+br4+c=0 (a = 0),
otrzymane z rownania

d?y . dy
— + b— = 0, 0),
adan-I— dx-l-cy (a #0)
przez podstawienie

rxr
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Algorytm rozwigzania jednorodnego rownania rzedu
drugiego o statych wspotfczynnikach

Tworzymy rownanie charakterystyczne:

ar’ +br4+c=0 (a = 0).

Rownanie to moze mieC dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, jeden
pierwiastek podwdjny lub dwa roézne pierwiastki zespolone.

1. Jezeli § = b2 — 4ac > 0, to réwnanie charakterystyczne ma
dwa rdézne pierwiastki rzeczywiste r1 i ro, wdwczas rownanie
rozniczkowe jednorodne ma rozwigzanie ogolne postaci

y = Cq1e"1* 4 Cre™2”.



2. Jezeli § = b2 — 4ac = 0, to réwnanie charakterystyczne ma
jeden pierwiastek podwdjny r, wowczas rownanie rdzniczkowe
jednorodne ma rozwigzanie ogolne postaci

y = (Crz + Cr)e"™.

3. Jezeli § = b2 —4ac < 0, to réwnanie charakterystyczne ma dwa
rozne pierwiastki zespolone r1 = a + (B, r1 = a — (i, wOwWCzas
rownanie rozniczkowe jednorodne ma rozwigzanie ogolne postaci

y = e (Cq cos Bx + Cosin Bx).



Cwiczenie 1. Rozwigzaé rownania rozniczkowe:
a)2y"”" — 5y —3y =0,

b) 4y" + 12y + 9y =0,

c)y’'+ 4y 4+ 13y =0.



Uwaga 2. (wyznaczanie rozwigzan szczegolnych rownan liniowych
niejednorodnych drugiego rzedu)

Zgodnie z twierdzeniem 1 rozwigzanie ogolne rownania liniowego
niejednorodnego stopnia drugiego o statych wspotczynnikach jest

postaci:
CORN = CORJ + CSzRN.

Algorytm wyznaczania CORJ zostat omowiony powyzej. Rozwigzanie
szczegdOlne rownania niejednorodnego (C'SzRN) znajdujemy metoda
przewidywan lub metoda uzmienniania statej.



Cwiczenie 2. Rozwigza¢ rownania:

a) y" — 4y + 4y = 823 — 364z,

b) y" + 4y = sin 3z,

c) y' —y = 2xcosx + e* przy warunkach poczgtkowych = = O,

=y =1
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