Programowanie liniowe

Algorytm transportowy II
e Poprawianie rozwigzan
e Dualny problem transportowy

e PostaC optymalna tablicy transportowej



POPRAWIANIE ROZWIAZAN POCZATKOWYCH

Pokazemy teraz, ze rozwigzanie dopuszczalne przyktadowego pro-
blemu skonstruowane metoda kata N-W jest rOwniez rozwigza-
niem bazowym. W tym celu zapiszemy tablice sympleksowa dla
tego problemu i dokonamy jej obrotow.

Podobne rozumowanie, jak przedstawione ponizej, mozna prze-
prowadzi€C takze dla rozwigzania dopuszczalnego skonstruowa-
nego metoda minimalnego elementu.



WroCmy do rozwazanego juz przyktadu.

Przyktad 1. Przedsiebiorstwo , Spotem’” ma w trzech magazy-
nach po 20 ton maki w kazdym. Trzy piekarnie nalezgce do
tego przedsiebiorstwa zgtaszajg zapotrzebowanie na (odpowied-
nio) 10, 30 i 20 ton maki. Koszty transportu jednej tony maki
Z 1-tego magazynu do j-tej piekarni zawiera macierz

(2 4 3
C=|15 2].
11 6
Ustali¢ plan przewozu maki z magazynow do piekarni minimali-
zujacy tgczne koszty transportu.




Przypomnijmy, ze rozwazany przyktad ma nastepujacy program
liniowy w postaci kanonicznej:

(2 = 2x11 + 4x12 + 313 + 21 + ST + 2793 |
\ +x31 + 32 + 6233 — MIN

r11 + z12 + 213 = 20
o1 -+ oo -+ Iro3 = 20 3 warunki dla dostawcow
(1) < x31+ 230+ 233 =20
11 +x21 + 231 = 10
12 —+ 2D —+ 39 — 30 » warunki dla odbiorcéw
r13 + 223 + 33 = 20 |

| Ty > 0 dla 1,9 =1,2,3,

9

gdzie z;; oznacza wielkoSC przewozu z -tego magazynu do j-tej
piekarni.



Rozwigzanie tego zadania, uzyskane poprzednio metoda
kata N-W i zapisane w tablicy transportowej, jest postaci:

10 30 20
20 | 210 410 3
20 | 1 1 620

WartoSC funkcji celu, tzn. catkowity koszt przewozu dla tego
rozwigzania, wynosi: z = 280.



Tablica sympleksowa programu (1) jest postaci:

11 12 13 21 22 23 31 32 33

oc|2 4 3 1 5 2 1 1 6

201 1. 1 O O O O O O

(3) 200 0 o0 1 1 1 O O O
2000 0 O O O O 1 1 1

i0fj1 o0 O0 1 0 O 1 0 O

30,0 1 0 O 1 O O 1 O

200 0 1 O O 1 O 0 1

Bedziemy teraz dokonywac obrotow tej tablicy, wprowadzajac do
bazy zmienne w takiej kolejnosci, jak w metodzie N-W. Zgod-
nie z tablicg transportowg (2), dostajemy nastepujgaca kolejnosc
kolumn obrotdw: x11 — 192 — o> — x93 — T33.



Uwaga 1. (ILOSC ZMIENNYCH BAZOWYCH W ROZW.)
Zauwazmy, ze w przypadku zagadnienia transportowego zamknie-
tego, kiedy suma podazy jest rowna sumie popytu, jedno z ogra-
niczen jest zawsze zbedne. Dla przyktadu w naszej tablicy, wy-
starczy pomnozyC ostatnie trzy wiersze przez -1, nastepnie do-
daC pierwsze pieC wierszy do ostatniego, aby otrzymacl wiersz
zer. Z tego powodu bazowe rozwigzanie dopuszczalne bedzie
zawsze zawieraC m + n — 1 zmiennych bazowych.

Oznacza to, ze dla naszej tablicy musimy wykonac¢: 34+3—-1=5
obrotéw (co jest zgodne iloScig kolumn obrotdw, ktdrg podaliSmy
wyzej).



Pozostaje jeszcze tylko wybraC wiersze obrotu. Zmienna x11 =
10, zatem do pierwszego obrotu nalezy wybral wiersz czwarty.
Wykonujemy obrot wokdt zaznaczonego elementu w tablicy (3).
Otrzymujemy:

11 12 13 21 22 x23 31 32 x33

2000 4 3 -1 5 2 -1 1 6

io;,0 1 1 -1 0 O -1 0 O

(4) 200 0 O 1 1 1 O O O
200 0 O O O O 1 1 1

i0;,1 0 O 1 O O 1 0 O

3o, o 1 0 0 1 O O 1 O

200 0 1 O O 1 O O 1




Zmienna z1o> = 10. Uzyskujemy to wykonujgc obrét tablicy (4)
wokOt zaznaczonego elementu. Dostajemy:

11 12 13 21 22 23 31 32 33

-0 0 O -1 3 5 2 3 1 6

io;,0 1 1 -1 0 O -1 O O

(5) 200 0 O 1 1 1 O O O
200 0 0 O O O 1 1 1

i0o0;,1 0 O 1 O O 1 O O

200 0 -1 1 1 O 1 1 O

2000 0 1 O O 1 O O 1
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20. Wykonujemy obro6t tablicy (5) wokdt zazna-
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czonego elementu i dostajemy:
(6)

Zmienna xoo




0. Mamy

Wykonujemy obrot dajacy: xo3

12 13 21 22 23 31 32 33

11

O

-160 | O

10

10
20
20

(7)
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Wykonujemy ostatni obrot dajacy: xz33 = 20. Dostajemy:

11 12 13 21 22 23 31 32 33

280 0 0 2 -2 0O O -6 -8 O
10 c 1 1 -1 0 O -1 O O
O c o0 1 0 O 1 -1 -1 O
20 o 0 0 o0 O O 1 1 1
10 1 0 0 1 O O 1 0 O
20 o 0 -1 1 1 O 1 1 O
o O—6—06—06—060—0—06—06—°F

(8)

Po skreSleniu wiersza zer dostajemy tablice w postaci kanonicznej
Z bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym takim, jak wczesSniej
uzyskane metoda kagta N-W.
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Widzimy, ze nie jest to rozwigzanie optymalne, gdyz w wier-
szu funkcji celu wystepuja wspotczynniki ujemne. Taki stuszny

whiosek jest zgodny z kryterium optymalnosci dla tablicy sym-
pleksowe;.

Powstaje pytanie: ,,Czy istnieje podobne kryterium optymalnosci
dla tablicy transportowej?”

Odpowiedz jest twierdzaca - tak, istniejel
Kryterium optymalnosci - poprawianie rozwigzan dla zagadnienia

transportowego wynika z analizy dualhego zagadnienia transpor-
towego.
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DUALNY PROBLEM TRANSPORTOWY

Na wstepie przypomnijmy jeszcze raz program liniowy naszego
przyktadowego problemu i utworzmy program dualny do niego.
Mamy

( 2x11 + 4210 + 3r13 + :E\Ql + 5x90 + 293 + r31 + r39 + 6r33z — min
r11 + 12 + 213 = 20
xo1 + oo + xo3 = 20 3 warunki dla dostawcéw
r31 + 232 + 233 = 20 )
r11 + 21 + 31 = 10
12 + 2o + x30 = 30 ; warunki dla odbiorcéw
r13 + 223 + 33 = 20
| Tij >0dlazjy=1,62,3.
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Program dualny jest postaci:

4

QOul —|—20’UQ —|—QOU3—|— 10’01 —|—30’02—|—20’U3 — MaXx
u] +vy1 <2

uyp +vo < 4

u] +v3 <3

uo + vy <1

up +vp <5

uo + vz < 2

uz + vy <1

uz +vo <1

u3z +v3 < 6

u;, v; dowolne ;1,5 =1,2,3.
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Dla dowolnego zagadnienia transportowego:

p

CijTij — min

. ,m) (warunki dla dostawcow)
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1,... ,n) (warunki dla odbiorcéw)
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|
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zi; >0 dla kazdego (i, )

~

\

program dualny jest postaci:

( m n

Z a;u; + Z bj?}] — MaxXx
=1 1=1

u; +v; <¢;; dla kazdego (i,7)
. u1,...,Um, V1,...,0n - dOwolne
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Przyjmijmy oznaczenia:
u = [ul,...,um]T,v = [vl,...,vn]T;
a = [al,...,am]T,b: [bl,...,bn]T.
Teraz dualng funkcje celu mozemy zapisaC w postaci:
B(u,v) = alu+ blw.

Pierwotng funkcje celu oznaczmy podobnie:

i=1j=1
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Przypomnijmy, ze podstawowe twierdzenie o wtasnosciach do-
puszczalnych rozwigzan dualnych mowi, ze jezeli wektory x oraz
(u,v) sq dopuszczalne i zachodzi réwnos¢:

a(z) = B(u,v),

to rozwigzania sa optymalne. Co jest rownowazne temu, ze

a(x) — B(u,v) = 0.

Przyjrzyjmy sie lewej stronie tego rownania. Mamy

m n m n
a(z) — B(u,v) = > > CijTij — > aup— Y bjv;.
i—1 =1

i=1j=1
Jezeli x jest rozwigzaniem dopuszczalnym, to wtedy spetnione
Sg ograniczenia.

n m
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Ostatecznie dostajemy:

ZZWmiiWWZZ%J

=1,=1 i=1j=1 j=

a(z) — B(u,v)

m n
(cijwij — mijus — zi5v5) = D Y (5 — u — vj)mg;.
i=14=1

m n

> 2.

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
m n

> 2.

i=1j=1

Mozemy stad wnioskowac, ze wektory x oraz (u,v) sg optymalne,
jezeli te wektory sa dopuszczalne i dla kazdej bazowej pozycji
(7,7) w tablicy transportowej zachodzi:
Cij — U — V5 = 0
lub rownowaznie:
u; —I— ’Uj — czg
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Pokazemy teraz jak zastosowal te rozwazania w praktyce, na
przyktadzie naszego, czeSciowo rozwigzanego problemu trans-
portowego. Sprawdzimy czy bazowe rozwigzanie dopuszczalne,
uzyskane metoda kata N-W jest optymalne (z analizy tablicy
sympleksowej wiemy, ze nie jest).

W programie dualnym do naszego problemu mamy nastepujace
zmienne dualne:

ui,u2,u3, v, vV2,vV3.

Szukamy takich wartosSci tych zmiennych, zeby w pozycjach ba-
zowych (7,5) spetnione byto réwnanie

U, —I— ’Uj — ng
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Przypomnijmy uzyskane wczesniej rozwigzanie (podkresSlono po-
zycje bazowe):

10 30 20
20 | 210 410 3 144
201 529 20 |4
201 1 629 us
vq (V) v3

Dostajemy stad uktad:

u1 +vp = 2

ul +vp =
{ uo>+vo =25

uo + vy = 2
\ uz +v3 = 6
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Jest to uktad nieoznaczony i mozna go rozwigzacC bardzo tatwo ze
wzgledu na jego specjalng strukture. Zeby znalezé rozwigzanie
wystarczy wybraC dowolng zmienng i nadac jej jakas wartosc, np.
v1 = 2. Nastepnie, patrzac na tablice (fancuchowo) wyznaczyé
wartosci pozostatych zmiennych:

v =2, ui+v1=2 —=— u; =0
u1 =0, ui+vo=4 — vo =4
vy = 4, U +vo =5 = up, =1
uo> =1, uso+v3=2 —=— vz=1
vy = 1, u3z +v3 =6 — wu3z = b.

Uwaga 2. Mozna zaczaC od dowolnej innej zmiennej dualnej.
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Aby sprawdzi€ czy dane rozwigzanie jest optymalne, utworzymy
teraz nowa tablice, tzw. tablice kosztow zastepczych, ktorej
elementy beda postaci:

(cij —u; —v;)*% dla kazdego (i,7).

Uwaga 3. Odejmujemy od :-tego wiersza wartosSC wu;, a od j-tej
kolumny wartosc v;.

Otrzymujemy:
210 410 '3 10 w4
1 520 20 11 _ 010 0l0 2
1 1 620|5 ug -2 020 ¢f
2 4 1 -6 -8 020

v1 v2 v3
22



Uwaga 4. Zauwazmy, ze W powyzszej tablicy kosztow zastep-
czych, zgodnie z konstrukcjg, wystepujg zera dla wszystkich T
bazowych.

Zauwazmy ponadto, ze zgodnie z konstrukcja v i v wiemy, ze dla
biezgcego rozwigzania dopuszczalnego x zachodzi:

a(x) = B(u,v).
Zatem, zeby stwierdziC czy biezace rozwigzanie x jest optymalne
czy nie, wystarczy sprawdzi€¢ czy wektor (u,v) jest dopuszczalny
dla problemu dualnego. Rozwigzanie dopuszczalne (u,v) musi
spetniaC ograniczenia, tzn.

u; + vj < Cij dla kazdego (i,j),
CO mozemy zapisaC rownowaznie zapisac:
ci; —u; —vj =0 dla kazdego (i,j).
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Kryterium optymalnosci: Dane rozwigzanie dopuszczalne,
zapisane w tablicy transportowej, jest optymalne, jezeli w utwo-
rzonej dla niego tablicy kosztow zastepczych, wszystkie elementy
S3 nhieujemne.

Whiosek: Analizowane wyzej, rozwigzanie zadania (1), nie jest

optymalne - w tablicy kosztow zastepczych mamy trzy elementy
ujemne.
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Uwaga 5. Zamiana tablicy kosztow na tablice kosztow zastep-
czych w dalszej analizie (przy niezmienionych wartosciach po-
dazy i popytu oraz przy ustalonych u i v spetniajagcych rownania:
U T v = cz-j) nie zmienia rozwigzania optymalnego.

Whiosek: W dalszych etapach rozwigzywania, mozna postugi-
wac sie tablicg kosztow zastepczych.

Uwaga 6. Zauwazmy, ze ostatnia tablica kosztow zastepczych od-
powiada tablicy sympleksowej (8) otrzymanej poprzednio. W szcze-

golnosci:
koszty zastepcze sg rowne wspotczynnikom funkcji celu.

Tak wiec kryterium optymalnosci tablicy transportowej jest row-

nowazne Kryterium optymalnosci tablicy sympleksowe,.
25



Zgodnie z tym co stwierdziliSmy wyzej, rozwigzanie zapisane
w tablicy transportowej z kosztami zastepczymi:

OlO OlO 2
_2 020 OO
-6 -8 0%

nie jest optymalne. Pojawia sie pytanie:

Jak poprawiC rozwigzanie, otrzymane w tablicy transportowej?

Jesli bytoby ono zapisane w tablicy sympleksowej, to odpowiedz
bytaby prosta - nalezy wykonaC obrot zgodny z zasadg sympleks.
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W analizowanym przyktadzie jest to obrot wokdt zaznaczonego
elementu w tablicy sympleksowej nr (8):

T11 12 13 21 22 23 31 32 33

260/ 0 0 2 -2 O O -6 -8 O

10 o 1 1 -1 0 O -1 O O

(8) O c o0 1 o0 O 1 -1 -1 O
20 o o0 0 O O O 1 1 1

10 1 0 0 1 o0 O 1 O O

20 o o0 -1 1 1 O 1 1 O

Sprobujmy zobaczyC, jakiej operacji na tablicy transportowej, od-
powiada ten obrot. W tym celu zrobmy nieco inng ilustracje tego
rozwigzania:
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Dostawcy Odbiorcy
1) : (1

10

© N 360
© N ©

Zwiekszenie wartosci zmiennej z3> (z 3o = 0 na x3> =t > 0,
gdyz staje sie zmienng bazowg) odpowiada dodaniu nowej trasy
(podwdjna strzatka) na rysunku powyzej. JednoczeSnie trzeba

zmieniC wielkosSci przewozow na pozostatych trasach tak, aby
rozwigzanie pozostato dopuszczalne.
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Jest to tatwe, jezeli zauwazy sie, ze dorysowana trasa tworzy
W analizowanej sieci transportowej, petle D30-,D>03D3, gdzie
D; oznacza i-tego dostawce, zas Oj - j-tego odbiorce. Przy czym
niektore trasy trzeba przejsc ,,pod prad”.

Kluczowa obserwacja, ktdra pozwala na zinterpretowanie obrotu
tablicy sympleksowej w narysowanej sieci transportowej jest na-
stepujaca:

Uwaga 7. Jezeli, rozpoczynajac od ,,nowej”’ trasy, bedziemy ko-
lejno dodawac i odejmowac od przewozow dodatnig wartoscC ¢, to
nowe rozwigzanie z(t) bedzie dopuszczalne, o ile wszystkie jego
sktadniki bedg nieujemne.
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Na przyktad, biorgc z3o, =t > 0, otrzymujemy:

xoo =20 —t, x03=0-4+1t, x33=20—1,

a wszystkie pozostate sktadowe wektora rozwigzania z(t) pozo-
stawiamy nie zmienione, poniewaz nie wchodzg w sktad petli.

Skonstruowane w ten sposdb nowe rozwigzanie spetnia warunki
dotyczgce podazy i popytu i jest dopuszczalne, gdy

20-t>0, czyli t<20.

Zatem dodajagc do poszczegdlnych przewozow w petli ¢ = 20,
gdy idziemy ,,z pradem” i odejmujac t = 20, gdy idziemy ,,pod
prad’, otrzymamy nowe rozwigzanie dopuszczalne, z wartoscia
funkcji celu pomniejszg o0 8-20 = 160.
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Uwaga 8. W tym przypadku przesuniecie 20 jednostek ,wzdtuz
petli’” spowodowato wyzerowanie dwdch zmiennych bazowych.
Jedna z nich usuniemy z bazy, natomiast druga musi pozostac
(liczba zmiennych w bazie jest stata) - dostajemy rozwigzanie
zdegenerowane.

Uzasadnienie tego faktu jest proste, gdy popatrzymy na tablice
sympleksowa nr (8). Kolumna obrotu, tzn. kolumna zmienne]
xr3>, Ma dwa wiersze o minimalnym ilorazie, zatem mozemy wy-
braC, ktdrg zmienng usuniemy z bazy: xo> Czy x33.
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Jezeli usuniemy zmienng xzoo, t0 Nnowe rozwigzanie bazowe be-
dzie mozna przedstawiC za pomocg ponizszej sieci transportowe],
w Kktorej x33 pozostaje zmienng bazowag z zerowym przewozem.

Dostawcy Odbiorcy
1) : (1
10

© ’ & .



Sprobujmy teraz przeprowadzonga wyzej procedure konstrukcji
lepszego rozwigzania bazowego przenieSC do tablicy transpor-
towe].

WrocCmy do ostatniej tablicy kosztow zastepczych. Do nowej
bazy wprowadzamy trase (tzn. zmienng) dla ktérej koszt za-
stepczy jest ujemny. W naszym przyktadzie wybraliSmy trase
x3o> dla ktorej ten koszt jest rowny —8. Tworzymy petle, przesu-
wajac sie kolejno raz w poziomie, raz w pionie, pomiedzy punk-
tami (trasami) bazowymi (petla taka zawsze ma parzystg liczbe
wierzchotkdw - co najmniej cztery).

OlO OlO 2
) 020—75 OO—I—t

-6 _8t OQO—t
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Wiemy juz, ze aby rozwigzanie pozostato dopuszczalne, tzn.
aby wszystkie przewozy pozostaty nieujemne, musi byC t = 20.
W ten sposob uzyskujemy nowe rozwigzanie bazowe:

OlO OlO 2
_2 X 020
6 _820 OO

Z bazy usuwamy te zmienng dla ktdorej nowy przewdz jest rowny
zero. Mamy dwie takie zmienne - do usuniecia wybieramy xzoo.
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Po uzyskaniu nowego rozwigzania bazowego nalezy sprawdziC czy
jest ono optymalne. Stwierdzamy to tak jak poprzednio, tworzac
nowa (kolejng) tablice kosztéw zastepczych. Dostajemy

Uy
10 10
P
-6 —-820 0 |_g 6 8 020
v: |0 0 3 2 02° 07
J

W otrzymanej tablicy nie wszystkie elementy s3 nieujemne, wiec
otrzymane rozwigzanie nie jest optymalne.
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Tworzymy kolejne, lepsze rozwigzanie. Wprowadzamy do bazy

trase z ujemnym kosztem zastepczym i jeszcze raz powtarzamy
cata procedure:

010 OlO—i __6t

6 8 020
2 020+¢ OO—t

Powstata petla w ktdorej moze by maksymalnie ¢t = O.
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Dostajemy rozwigzanie w ktorym witasciwie nie zmieniamy planu
przewozow (funkcja celu tez nie zmienia wartosci) - mamy je-
dynie wymiane zmiennych bazowych: usuwamy zmienng x33, a
wprowadzamy x13. Dostajemy

OlO 010 _60
6 8 02
2 020 OX
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Dla nowego rozwigzania jeszcze raz wyznaczamy tablice kosztow
zastepczych i okazuje sie, ze jest ono optymalne. Mamy

Uy
010 OlO __60 0
6 38 020 | 6
2 020 0 0
0 0 —6

010 010 OO
0 2 020
2 020 6
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