
Programowanie liniowe

Algorytm transportowy II

• Poprawianie rozwi¡za«

• Dualny problem transportowy

• Posta¢ optymalna tablicy transportowej



POPRAWIANIE ROZWI�ZA� POCZ�TKOWYCH

Poka»emy teraz, »e rozwi¡zanie dopuszczalne przykªadowego pro-

blemu skonstruowane metod¡ k¡ta N-W jest równie» rozwi¡za-

niem bazowym. W tym celu zapiszemy tablic¦ sympleksow¡ dla

tego problemu i dokonamy jej obrotów.

Podobne rozumowanie, jak przedstawione poni»ej, mo»na prze-

prowadzi¢ tak»e dla rozwi¡zania dopuszczalnego skonstruowa-

nego metod¡ minimalnego elementu.
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Wró¢my do rozwa»anego ju» przykªadu.

Przykªad 1. Przedsi¦biorstwo �Spoªem� ma w trzech magazy-

nach po 20 ton m¡ki w ka»dym. Trzy piekarnie nale»¡ce do

tego przedsi¦biorstwa zgªaszaj¡ zapotrzebowanie na (odpowied-

nio) 10, 30 i 20 ton m¡ki. Koszty transportu jednej tony m¡ki

z i-tego magazynu do j-tej piekarni zawiera macierz

C =

 2 4 3
1 5 2
1 1 6

 .
Ustali¢ plan przewozu m¡ki z magazynów do piekarni minimali-

zuj¡cy ª¡czne koszty transportu.
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Przypomnijmy, »e rozwa»any przykªad ma nast¦puj¡cy program

liniowy w postaci kanonicznej:

(1)



z = 2x11 +4x12 +3x13 + x21 +5x22 +2x23
+x31 + x32 +6x33 → min

x11 + x12 + x13 = 20
x21 + x22 + x23 = 20
x31 + x32 + x33 = 20

 warunki dla dostawców

x11 + x21 + x31 = 10
x12 + x22 + x32 = 30
x13 + x23 + x33 = 20

 warunki dla odbiorców

xij > 0 dla i, j = 1,2,3,

gdzie xij oznacza wielko±¢ przewozu z i-tego magazynu do j-tej

piekarni.

3



Rozwi¡zanie tego zadania, uzyskane poprzednio metod¡

k¡ta N-W i zapisane w tablicy transportowej, jest postaci:

(2)

10 30 20
20 210 410 3
20 1 520 20

20 1 1 620

Warto±¢ funkcji celu, tzn. caªkowity koszt przewozu dla tego

rozwi¡zania, wynosi: z = 280.
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Tablica sympleksowa programu (1) jest postaci:

(3)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

0 2 4 3 1 5 2 1 1 6
20 1 1 1 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 1 1 1 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
30 0 1 0 0 1 0 0 1 0
20 0 0 1 0 0 1 0 0 1

B¦dziemy teraz dokonywa¢ obrotów tej tablicy, wprowadzaj¡c do

bazy zmienne w takiej kolejno±ci, jak w metodzie N-W. Zgod-

nie z tablic¡ transportow¡ (2), dostajemy nast¦puj¡c¡ kolejno±¢

kolumn obrotów: x11 → x12 → x22 → x23 → x33.
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Uwaga 1. (ILO�� ZMIENNYCH BAZOWYCH W ROZW.)

Zauwa»my, »e w przypadku zagadnienia transportowego zamkni¦-

tego, kiedy suma poda»y jest równa sumie popytu, jedno z ogra-

nicze« jest zawsze zb¦dne. Dla przykªadu w naszej tablicy, wy-

starczy pomno»y¢ ostatnie trzy wiersze przez -1, nast¦pnie do-

da¢ pierwsze pi¦¢ wierszy do ostatniego, aby otrzyma¢ wiersz

zer. Z tego powodu bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne b¦dzie

zawsze zawiera¢ m+ n− 1 zmiennych bazowych.

Oznacza to, »e dla naszej tablicy musimy wykona¢: 3+3−1 = 5

obrotów (co jest zgodne ilo±ci¡ kolumn obrotów, któr¡ podali±my

wy»ej).
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Pozostaje jeszcze tylko wybra¢ wiersze obrotu. Zmienna x11 =

10, zatem do pierwszego obrotu nale»y wybra¢ wiersz czwarty.

Wykonujemy obrót wokóª zaznaczonego elementu w tablicy (3).

Otrzymujemy:

(4)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-20 0 4 3 -1 5 2 -1 1 6
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
20 0 0 0 1 1 1 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
30 0 1 0 0 1 0 0 1 0
20 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Zmienna x12 = 10. Uzyskujemy to wykonuj¡c obrót tablicy (4)

wokóª zaznaczonego elementu. Dostajemy:

(5)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-60 0 0 -1 3 5 2 3 1 6
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
20 0 0 0 1 1 1 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
20 0 0 -1 1 1 0 1 1 0
20 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Zmienna x22 = 20. Wykonujemy obrót tablicy (5) wokóª zazna-

czonego elementu i dostajemy:

(6)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-160 0 0 4 -2 0 2 -2 -4 6
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 -1 -1 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
20 0 0 -1 1 1 0 1 1 0
20 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Wykonujemy obrót daj¡cy: x23 = 0. Mamy

(7)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-160 0 0 2 -2 0 0 0 -2 6
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 -1 -1 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
20 0 0 -1 1 1 0 1 1 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
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Wykonujemy ostatni obrót daj¡cy: x33 = 20. Dostajemy:

(8)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-280 0 0 2 -2 0 0 -6 -8 0
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 -1 -1 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
20 0 0 -1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Po skre±leniu wiersza zer dostajemy tablic¦ w postaci kanonicznej

z bazowym rozwi¡zaniem dopuszczalnym takim, jak wcze±niej

uzyskane metod¡ k¡ta N-W.
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Widzimy, »e nie jest to rozwi¡zanie optymalne, gdy» w wier-

szu funkcji celu wyst¦puj¡ wspóªczynniki ujemne. Taki sªuszny

wniosek jest zgodny z kryterium optymalno±ci dla tablicy sym-

pleksowej.

Powstaje pytanie: �Czy istnieje podobne kryterium optymalno±ci

dla tablicy transportowej?�

Odpowied¹ jest twierdz¡ca - tak, istnieje!

Kryterium optymalno±ci - poprawianie rozwi¡za« dla zagadnienia

transportowego wynika z analizy dualnego zagadnienia transpor-

towego.
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DUALNY PROBLEM TRANSPORTOWY

Na wst¦pie przypomnijmy jeszcze raz program liniowy naszego

przykªadowego problemu i utwórzmy program dualny do niego.

Mamy



2x11 +4x12 +3x13 + x21 +5x22 +2x23 + x31 + x32 +6x33 → min
x11 + x12 + x13 = 20
x21 + x22 + x23 = 20
x31 + x32 + x33 = 20

 warunki dla dostawców

x11 + x21 + x31 = 10
x12 + x22 + x32 = 30
x13 + x23 + x33 = 20

 warunki dla odbiorców

xij > 0 dla i, j = 1,2,3.
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Program dualny jest postaci:



20u1 +20u2 +20u3 +10v1 +30v2 +20v3 → max
u1 + v1 6 2
u1 + v2 6 4
u1 + v3 6 3
u2 + v1 6 1
u2 + v2 6 5
u2 + v3 6 2
u3 + v1 6 1
u3 + v2 6 1
u3 + v3 6 6
ui, vj dowolne , i, j = 1,2,3.
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Dla dowolnego zagadnienia transportowego:

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

xij = ai (i = 1, . . . ,m) (warunki dla dostawców)

m∑
i=1

xij = bj (j = 1, . . . , n) (warunki dla odbiorców)

xij > 0 dla ka»dego (i, j)

program dualny jest postaci:

m∑
i=1

aiui+
n∑

j=1

bjvj → max

ui+ vj 6 cij dla ka»dego (i, j)
u1, . . . , um, v1, . . . , vn - dowolne
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Przyjmijmy oznaczenia:

u = [u1, . . . , um]T , v = [v1, . . . , vn]
T ;

a = [a1, . . . , am]T , b = [b1, . . . , bn]
T .

Teraz dualn¡ funkcj¦ celu mo»emy zapisa¢ w postaci:

β(u, v) = aTu+ bTv.

Pierwotn¡ funkcj¦ celu oznaczmy podobnie:

α(x) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij.
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Przypomnijmy, »e podstawowe twierdzenie o wªasno±ciach do-
puszczalnych rozwi¡za« dualnych mówi, »e je»eli wektory x oraz
(u, v) s¡ dopuszczalne i zachodzi równo±¢:

α(x) = β(u, v),

to rozwi¡zania sa optymalne. Co jest równowa»ne temu, »e

α(x)− β(u, v) = 0.

Przyjrzyjmy si¦ lewej stronie tego równania. Mamy

α(x)− β(u, v) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij −
m∑
i=1

aiui −
n∑

j=1

bjvj.

Je»eli x jest rozwi¡zaniem dopuszczalnym, to wtedy speªnione
s¡ ograniczenia:

ai =
n∑

j=1

xij i bj =
m∑
i=1

xij.
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Ostatecznie dostajemy:

α(x)− β(u, v) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij −
m∑
i=1

n∑
j=1

xijui −
n∑

j=1

m∑
i=1

xijvj

=
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij −
m∑
i=1

n∑
j=1

xijui −
m∑
i=1

n∑
j=1

xijvj

=
m∑
i=1

n∑
j=1

(cijxij − xijui − xijvj) =
m∑
i=1

n∑
j=1

(cij − ui − vj)xij.

Mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e wektory x oraz (u, v) s¡ optymalne,
je»eli te wektory sa dopuszczalne i dla ka»dej bazowej pozycji
(i, j) w tablicy transportowej zachodzi:

cij − ui − vj = 0

lub równowa»nie:

ui+ vj = cij.
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Poka»emy teraz jak zastosowa¢ te rozwa»ania w praktyce, na

przykªadzie naszego, cz¦±ciowo rozwi¡zanego problemu trans-

portowego. Sprawdzimy czy bazowe rozwi¡zanie dopuszczalne,

uzyskane metod¡ k¡ta N-W jest optymalne (z analizy tablicy

sympleksowej wiemy, »e nie jest).

W programie dualnym do naszego problemu mamy nast¦puj¡ce

zmienne dualne:

u1, u2, u3, v1, v2, v3.

Szukamy takich warto±ci tych zmiennych, »eby w pozycjach ba-

zowych (i, j) speªnione byªo równanie

ui+ vj = cij.
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Przypomnijmy uzyskane wcze±niej rozwi¡zanie (podkre±lono po-

zycje bazowe):

10 30 20
20 210 410 3 u1
20 1 520 20 u2
20 1 1 620 u3

v1 v2 v3

Dostajemy st¡d ukªad:



u1 + v1 = 2
u1 + v2 = 4
u2 + v2 = 5
u2 + v3 = 2
u3 + v3 = 6
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Jest to ukªad nieoznaczony i mo»na go rozwi¡za¢ bardzo ªatwo ze

wzgl¦du na jego specjaln¡ struktur¦. �eby znale¹¢ rozwi¡zanie

wystarczy wybra¢ dowoln¡ zmienn¡ i nada¢ jej jak¡± warto±¢, np.

v1 = 2. Nast¦pnie, patrz¡c na tablic¦ (ªa«cuchowo) wyznaczy¢

warto±ci pozostaªych zmiennych:

v1 = 2, u1 + v1 = 2 =⇒ u1 = 0
u1 = 0, u1 + v2 = 4 =⇒ v2 = 4
v2 = 4, u2 + v2 = 5 =⇒ u2 = 1
u2 = 1, u2 + v3 = 2 =⇒ v3 = 1
v3 = 1, u3 + v3 = 6 =⇒ u3 = 5.

Uwaga 2.Mo»na zacz¡¢ od dowolnej innej zmiennej dualnej.
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Aby sprawdzi¢ czy dane rozwi¡zanie jest optymalne, utworzymy
teraz now¡ tablic¦, tzw. tablic¦ kosztów zast¦pczych, której
elementy b¦d¡ postaci:

(cij − ui − vj)xij dla ka»dego (i, j).

Uwaga 3.Odejmujemy od i-tego wiersza warto±¢ ui, a od j-tej
kolumny warto±¢ vj.

Otrzymujemy:

210 410 3 0 u1
1 520 20 1 u2
1 1 620 5 u3
2 4 1
v1 v2 v3

=⇒ 010 010 2
-2 020 00

-6 -8 020
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Uwaga 4. Zauwa»my, »e w powy»szej tablicy kosztów zast¦p-
czych, zgodnie z konstrukcj¡, wyst¦puj¡ zera dla wszystkich xij
bazowych.

Zauwa»my ponadto, »e zgodnie z konstrukcj¡ u i v wiemy, »e dla
bie»¡cego rozwi¡zania dopuszczalnego x zachodzi:

α(x) = β(u, v).

Zatem, »eby stwierdzi¢ czy bie»¡ce rozwi¡zanie x jest optymalne
czy nie, wystarczy sprawdzi¢ czy wektor (u, v) jest dopuszczalny
dla problemu dualnego. Rozwi¡zanie dopuszczalne (u, v) musi
speªnia¢ ograniczenia, tzn.

ui+ vj 6 cij dla ka»dego (i, j),

co mo»emy zapisa¢ równowa»nie zapisa¢:

cij − ui − vj > 0 dla ka»dego (i, j).
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Kryterium optymalno±ci: Dane rozwi¡zanie dopuszczalne,

zapisane w tablicy transportowej, jest optymalne, je»eli w utwo-

rzonej dla niego tablicy kosztów zast¦pczych, wszystkie elementy

s¡ nieujemne.

Wniosek: Analizowane wy»ej, rozwi¡zanie zadania (1), nie jest

optymalne - w tablicy kosztów zast¦pczych mamy trzy elementy

ujemne.
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Uwaga 5. Zamiana tablicy kosztów na tablic¦ kosztów zast¦p-
czych w dalszej analizie (przy niezmienionych warto±ciach po-
da»y i popytu oraz przy ustalonych u i v speªniaj¡cych równania:
ui+ vj = cij) nie zmienia rozwi¡zania optymalnego.

Wniosek: W dalszych etapach rozwi¡zywania, mo»na posªugi-
wa¢ si¦ tablic¡ kosztów zast¦pczych.

Uwaga 6.Zauwa»my, »e ostatnia tablica kosztów zast¦pczych od-
powiada tablicy sympleksowej (8) otrzymanej poprzednio. W szcze-
gólno±ci:

koszty zast¦pcze s¡ równe wspóªczynnikom funkcji celu.

Tak wi¦c kryterium optymalno±ci tablicy transportowej jest rów-
nowa»ne kryterium optymalno±ci tablicy sympleksowej.
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Zgodnie z tym co stwierdzili±my wy»ej, rozwi¡zanie zapisane

w tablicy transportowej z kosztami zast¦pczymi:

010 010 2
-2 020 00

-6 -8 020

nie jest optymalne. Pojawia si¦ pytanie:

Jak poprawi¢ rozwi¡zanie, otrzymane w tablicy transportowej?

Je±li byªoby ono zapisane w tablicy sympleksowej, to odpowied¹

byªaby prosta - nale»y wykona¢ obrót zgodny z zasad¡ sympleks.
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W analizowanym przykªadzie jest to obrót wokóª zaznaczonego

elementu w tablicy sympleksowej nr (8):

(8)

x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33

-280 0 0 2 -2 0 0 -6 -8 0
10 0 1 1 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 -1 -1 0
20 0 0 0 0 0 0 1 1 1
10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
20 0 0 -1 1 1 0 1 1 0

Spróbujmy zobaczy¢, jakiej operacji na tablicy transportowej, od-

powiada ten obrót. W tym celu zróbmy nieco inn¡ ilustracj¦ tego

rozwi¡zania:
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Dostawcy Odbiorcy

Zwi¦kszenie warto±ci zmiennej x32 (z x32 = 0 na x32 = t > 0,

gdy» staje si¦ zmienn¡ bazow¡) odpowiada dodaniu nowej trasy

(podwójna strzaªka) na rysunku powy»ej. Jednocze±nie trzeba

zmieni¢ wielko±ci przewozów na pozostaªych trasach tak, aby

rozwi¡zanie pozostaªo dopuszczalne.
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Jest to ªatwe, je»eli zauwa»y si¦, »e dorysowana trasa tworzy

w analizowanej sieci transportowej, p¦tl¦ D3O2D2O3D3, gdzie

Di oznacza i-tego dostawc¦, za± Oj - j-tego odbiorc¦. Przy czym

niektóre trasy trzeba przej±¢ �pod pr¡d�.

Kluczowa obserwacja, która pozwala na zinterpretowanie obrotu

tablicy sympleksowej w narysowanej sieci transportowej jest na-

st¦puj¡ca:

Uwaga 7. Je»eli, rozpoczynaj¡c od �nowej� trasy, b¦dziemy ko-

lejno dodawa¢ i odejmowa¢ od przewozów dodatni¡ warto±¢ t, to

nowe rozwi¡zanie x(t) b¦dzie dopuszczalne, o ile wszystkie jego

skªadniki b¦d¡ nieujemne.
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Na przykªad, bior¡c x32 = t > 0, otrzymujemy:

x22 = 20− t, x23 = 0+ t, x33 = 20− t,

a wszystkie pozostaªe skªadowe wektora rozwi¡zania x(t) pozo-

stawiamy nie zmienione, poniewa» nie wchodz¡ w skªad p¦tli.

Skonstruowane w ten sposób nowe rozwi¡zanie speªnia warunki

dotycz¡ce poda»y i popytu i jest dopuszczalne, gdy

20− t > 0, czyli t 6 20.

Zatem dodaj¡c do poszczególnych przewozów w p¦tli t = 20,

gdy idziemy �z pr¡dem� i odejmuj¡c t = 20, gdy idziemy �pod

pr¡d�, otrzymamy nowe rozwi¡zanie dopuszczalne, z warto±ci¡

funkcji celu pomniejsz¡ o 8 · 20 = 160.
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Uwaga 8.W tym przypadku przesuni¦cie 20 jednostek �wzdªu»

p¦tli� spowodowaªo wyzerowanie dwóch zmiennych bazowych.

Jedn¡ z nich usuniemy z bazy, natomiast druga musi pozosta¢

(liczba zmiennych w bazie jest staªa) - dostajemy rozwi¡zanie

zdegenerowane.

Uzasadnienie tego faktu jest proste, gdy popatrzymy na tablic¦

sympleksow¡ nr (8). Kolumna obrotu, tzn. kolumna zmiennej

x32, ma dwa wiersze o minimalnym ilorazie, zatem mo»emy wy-

bra¢, któr¡ zmienn¡ usuniemy z bazy: x22 czy x33.
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Je»eli usuniemy zmienn¡ x22, to nowe rozwi¡zanie bazowe b¦-

dzie mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ poni»szej sieci transportowej,

w której x33 pozostaje zmienn¡ bazow¡ z zerowym przewozem.
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Spróbujmy teraz przeprowadzon¡ wy»ej procedur¦ konstrukcji
lepszego rozwi¡zania bazowego przenie±¢ do tablicy transpor-
towej.

Wró¢my do ostatniej tablicy kosztów zast¦pczych. Do nowej
bazy wprowadzamy tras¦ (tzn. zmienn¡) dla której koszt za-
st¦pczy jest ujemny. W naszym przykªadzie wybrali±my tras¦
x32 dla której ten koszt jest równy −8. Tworzymy p¦tl¦, przesu-
waj¡c si¦ kolejno raz w poziomie, raz w pionie, pomi¦dzy punk-
tami (trasami) bazowymi (p¦tla taka zawsze ma parzyst¡ liczb¦
wierzchoªków - co najmniej cztery).

010 010 2
−2 020−t 00+t

−6 −8t 020−t
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Wiemy ju», »e aby rozwi¡zanie pozostaªo dopuszczalne, tzn.

aby wszystkie przewozy pozostaªy nieujemne, musi by¢ t = 20.

W ten sposób uzyskujemy nowe rozwi¡zanie bazowe:

010 010 2
−2 0x 020

−6 −820 00

Z bazy usuwamy t¦ zmienn¡ dla której nowy przewóz jest równy

zero. Mamy dwie takie zmienne - do usuni¦cia wybieramy x22.
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Po uzyskaniu nowego rozwi¡zania bazowego nale»y sprawdzi¢ czy

jest ono optymalne. Stwierdzamy to tak jak poprzednio, tworz¡c

now¡ (kolejn¡) tablic¦ kosztów zast¦pczych. Dostajemy

ui
010 010 2 0
−2 0 020 -8
−6 −820 00 -8

vj 0 0 8

=⇒ 010 010 −6
6 8 020

2 020 00

W otrzymanej tablicy nie wszystkie elementy s¡ nieujemne, wi¦c

otrzymane rozwi¡zanie nie jest optymalne.
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Tworzymy kolejne, lepsze rozwi¡zanie. Wprowadzamy do bazy

tras¦ z ujemnym kosztem zast¦pczym i jeszcze raz powtarzamy

caª¡ procedur¦:

010 010−t −6t
6 8 020

2 020+t 00−t

Powstaªa p¦tla w której mo»e by¢ maksymalnie t = 0.
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Dostajemy rozwi¡zanie w którym wªa±ciwie nie zmieniamy planu

przewozów (funkcja celu te» nie zmienia warto±ci) - mamy je-

dynie wymian¦ zmiennych bazowych: usuwamy zmienn¡ x33, a

wprowadzamy x13. Dostajemy

010 010 −60
6 8 020

2 020 0x
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Dla nowego rozwi¡zania jeszcze raz wyznaczamy tablic¦ kosztów

zast¦pczych i okazuje si¦, »e jest ono optymalne. Mamy

ui
010 010 −60 0
6 8 020 6
2 020 0 0

vj 0 0 −6

=⇒ 010 010 00

0 2 020

2 020 6
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