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Laboratorium do Wykiadu 3

(Wszystkie ¢wiczenia pochodzg z wyktadu 3)

1 Algorytm Gaussa
Cwiczenie 1.
Zapisuje macierz rozszerzong [A|B]

A_u:matrix([4,2,-1,5],[1,4,1,12],[2,-1,4,12]);

4 2 -1 5
(Au) |1 4 1 12
2 -1 4 12

Sprowadzam macierz A_u do macierzy tréjkgtnej gornej. Robie to w dwdch krokach -
kolumna po kolumnie.

Dla pierwszej kolunmy: Od wiersza drugiego odejmuje wiersz pierwszy pomnozony
przez 1/4, a od wiersza trzeciego wiersz pierwszy pomnozony przez 1/2.

A_u:rowop(A_u,2,1,1/4);
A_u:rowop(A_u,3,1,1/2);

4 2 -1 5

7 5 43
A 105 7
2 -1 4 12

4 2 -1 5
o I 5 4

(A_u) 2 4 4
9 19
0 -2 — —

2 2

Dla kolumny drugiej: od wiersza trzeciego odejmuje wiersz drugi pomnozony przez
-4/7.

A_u:rowop(A_u,3,2,-4/7);

4 2 -1 5

0o L 5 4

(A_u) 2 4 4
73 219
0 —_

14 14
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Na tym etapie konczy sie algorytm podstawowy. Pozostaje rozwigza¢ ukfad
zaczynajgc od trzeciego rownania. Wprowadzam macierz niewiadomych.

X:matrix([x],[y],[z]);

Zapisuje macierz A (macierz gtdbwng uktadu) i macierz B.

A:submatrix(A_u,4);

B:submatrix(A_u,1,2,3);
(4 2 -1 \
7

5

0o — —
2 4
7

3
0 0 —

—

43

219

14

Zapisuje rownanie trzecie.

row(A,3).X=BI[3,1];
73z _ 219

14 14

Wyznaczam niewiadomg z z rownania.

solve(%);

[z=3]
Zapisuje rownanie drugie.
row(A,2).X=B[2,1];

5z Ty _43
4 2 4

Podstawiam za z i wyznaczam niewiadoma y z rownania.
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%010,z:3;

7y 15 43
2 4 4

solve(%);

[y=2]

Zapisuje rownanie pierwsze.

row(A,1).X=B[1,1];
-z+2y+4 x=5

Podstawiam za y i z, i wyznaczam x z tego rownania.

%,y:2,2:3;
4 x+1=5

solve(%);

[x=1]

Mamy rozwigzanie uzyskane za pomoca eliminacji podstawowe;.

kill(all);
done

Wykonamy teraz petng eliminacje (str.6-7, wykfad 3).

Etap 1. Sprowadzam macierz A_u do macierzy tréjkatnej gérnej (czyli tak jak juz to
zrobilismy) - jest to tzw. eliminacja w przdd.

Etap 2. W analogiczny sposob zeruje wszystkie elementy nad przekatng. Robie to w
dwoch krokach - kolumna po kolumnie. Teraz zaczynam od trzeciej - jest to tzw.
eliminacja wstecz.

Etap 3. Dziele wiersze tak, aby uzyskac¢ jedynki na przekatnej.

Etap 1.

A_u:matrix([4,2,-1,5],[1,4,1,12],[2,-1,4,12));
4 2 -1 5

(Au) |1 4 1 12
2 -1 4 12
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A _u:rowop(A u,2,1,1/4);
A _u:rowop(A u,3,1,1/2);

4 2 -1 5

7 5 43
AW 105 7
2 -1 4 12

4 2 -1 5
o I 5 4

(A_u) 2 4 4
9 19
0 -2 — —

2 2

A _u:rowop(A_u,3,2,-4/7);

4 2 -1 5
o L 5 4
(A_u) 2 4 4
0 o B 29
14 14
Etap 2.
Dla kolumny trzeciej. Odejmuje od wiersza pierwszego wiersz trzeci pomnozony
przez -14/73, a od wiersza drugiego wiersz trzeci pomnozony przez 35/146.
A_u:rowop(A_u,1,3,-14/73);
A_u:rowop(A_u,2,3,35/146);
4 2 0 8
A
(A_u) 2 4 4
73 219
0 N ——
14 14
4 2 0 8
0 A 0 7
(A_u) 2
73 219
0 N ——
14 14

Dla kolumny drugiej. Odejmuje od wiersza pierwszego wiersz drugi pomnozony przez
4/7.
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A _u:rowop(A u,1,2,4/7);

4 0 O 4
7
(A_u) 0 - 0 7
Etap 3. Moze pierwszy wiersz przez 1/4, drugi przez 2/7, a trzeci przez 14/73.
A_u:matrix([1/4,0,0],[0,2/7,0],[0,0,14/73]).A_u;
10 0 1
(Au)y (o102
0013
Zapisuje macierz niewiadomych oraz macierze A i B.
X:matrix([x],[y].[z]);
A:submatrix(A_u,4);
B:submatrix(A_u,1,2,3);
X
(X) y
V4
100
(A) 010
0 0 1
1
(B) 2
3

Zapisuje rownania odpowiadajgce wierszom macierzy A_u.

row(A,1).X=B[1,1];
row(A,2).X=B[2,1];
row(A,3).X=B[3,1];
x=1
y=2
z=3

Mamy rozwigzanie.
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Wyznacznik macierzy A za pomocg algorytmu Gaussa obliczamy stosujgc
podstawowg eliminacje Gaussa (Uwaga 3, str. 8). Mamy juz to zrobione w
%04.

%04
4 2 -1 5
7 5 43
0 —_ —_ _
2 4 4
73 219
0 —_
14 14

Wyznacznik macierzy A jest réwny iloczynowi elementéw na przekatnej.

4-7/2-73/14;
73

Mozna zrobi¢ sprawdzenie.

A:matrix([4,2,-1],[1,4,1],[2,-1,4]);
4 2 -1
1 4 1
2 -1 4

determinant(A);
73

Rzad macierzy Ai A_u jest rowny 3 (Uwaga 1, str. 8).

kill(all);
done

Cwiczenie 2.
Wprowadzam macierz gtéwng ukfadu

A:matrix([6,-2,2,4],[12,-8,6,10],[3,-13,9,3],[-6,4,1,-18]);
6 -2 2 4

12 -8 6 10
3 -13 9 3
-6 4 1 -18

i macierz uzupetniong (tym razem przez dotaczenie kolumny wyrazow
wolnych).
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A_u:addcol(A,[12,34,27,-38]);
6 -2 2 4 12
12 -8 6 10 34
(A_u)
3 -13 9 3 27
-6 4 1 -18 -38

Bede stosowat petng eliminacje Gaussa.
Etap 1 (eliminacja w przdd).

u:rowop(A_u,2,1,2);
u:rowop(A_u,3,1,1/2);
u:rowop(A_u,4,1,-1);
6 -2 2 4 12
0 -4 2 2 10
(A_u)
3 -13 9 3 27
-6 4 1 -18 -38
4 12
10

o
|
N
(o] N N
N

21

|
—_—
N
w oo N N
—

-14 -26

A_u:rowop(A_u,3,2,3);

A_u:rowop(A_u,4,2,-1/2),
4 12
2 10
(Au) -5 -9

2
2
2
3 -14 -26
2
2
2
4

(A_u)

o O O O O O o o
N
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A_u:rowop(A u,4,3,2);

o o o »
|
N

2
2
2
0

4 12
2 10
-5 -9
-3 -3

Etap 2 (eliminacja wstecz).

A_u:rowop(A_u,3,4,5/3);
A_u:rowop(A_u,2,4,-2/3),
A_u:rowop(A_u,1,4,-4/3),
6 -2 2 4 12

0 -4 2 2 10

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3

6 -2 2 4 12

0 -4 2 0 8

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3

6 -2 2 0 8

0 -4 2 0 8

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3
A_u:rowop(A_u,2,3,1);
A_u:rowop(A_u,1,3,1);

6 -2 2 0 8

0 -4 0 0 12

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3

6 -2 0 0 12

0 -4 0 0 12

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3
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A_u:rowop(A_u,1,2,1/2);

6 0 0 0 6

0 -4 0 0 12

0 0 2 0 -4

0 0 0 -3 -3

Etap 3 (redukuje przeksztatcong macierz gtbwna do macierzy
jednostkowej).

A_u:matrix([1/6,0,0,01,[0,-1/4,0,01,[0,0,1/2,01,[0,0,0,~1/3]).A_u:
10 0 0 1

0100 -3

0010 -2

0001 1

X:matrix([x1],[x2],[x3],[x4]);
A:submatrix(A_u,5);
B:submatrix(A_u,1,2,3,4);

x1
X2
x3
x4

Zapisuje rownania odpowiadajgce wierszom macierzy A_u.
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row(A,1).X=B[1,1];
row(A,2).X=B[2,1];
row(A,3).X=B[3,1];
row(A,4).X=B[4,1];
x1=1

x2=-3

x3=-2

x4=1

Mamy rozwigzanie.

kill(all);
done

Cwiczenie 3.

10 / 26

Stosuje Uwage 1 (str. 8) z tym, ze nie jest konieczne wykonywanie petnej eliminacji

Gaussa. Liczba r jest tez jednoznacznie wyznaczona przez elimnacje

podstawowg.

a)

A:matrix([1,2,0,01,[0,2,-1,3],[0,0,0,2],[0,0,0,1]);

1

|
N
N w o

2
2
0 O
0

o O O

A:rowop(A,4,3,1/2);
12 0 O

o O O

2 3
0 0 2
0 0

Zamieniam miejscami kolunmy 3 i 4.

A: columnswap(A,3,4);

1 0 O

2
2
0
0

o O O

3
2 0
0
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Mamy r=3.
b)

B:matrix([3,0,2,-2],[1,2,0,1],[0,0,4,11,[5,1,-2,0));

30 2 -2

12 0 1
®) 00 4 1

51 -2 0

B:rowop(B,2,1,1/3);
B:rowop(B,4,1,5/3);

30 2 -2

2 5
02 -— —

(B) 3 3
00 4 1
51 -2 0
30 2 —21

2
02 -2 2
(B) 3 3
00 4 1
16 10
01 -— —
3 3J

B:rowop(B,4,2,1/2);

30 2 -2
2

02 -2 %

(B) 3 3
00 4 1

5

00 -5 —

2

B:rowop(B,4,3,-5/4);
30 2 -2

2 5
02 -— —
3 3
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c)

C:matrix([2,5,1,1,3,5],[2,2,-1,2,1,2],[1,1,1,1,-1,1]1,[0,3,2,-1,2,3]);
25 1 1 3 5
22 -1 2 1 2

©) 11 1 1 -11
03 2 -1 2 3
C:rowop(C,2,1,1);
C:rowop(C,3,1,1/2);
2 5 1.1 3 5
0 -3 -2 1 -2 -3
©) 11 1 1 -1 1
\o 3 2 -1 2 3
2 5 1 1 3 5
0o -3 -2 1 -2 -3
© 2115 3
2 2 2 2 2
0 3 2 -1 2 3
C:rowop(C,3,2,1/2);
C:rowop(C,4,2,-1);
2 5 1.1 3 5
0 -3 -2 1 -2 -3
(©) 0 0 % 0 —% 0
0 3 2 -1 2 3
2 11 3 5
0 -3 -21 -2 -3
©) 0 0 % 0 —% 0
00 00 0 O
Mamy r=3.
kill(all);
done
Cwiczenie 4.

Stosuje algorytm ze str. 4.
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(A_u)

a)
Wprowadzam macierz A.

A:matrix([2,2,3],[1,-1,01,[-1,2,1]);
2 2 3

Dotaczam macierz jednostkowa.

A_u:addcol(A,ident(3));
2 2 3100
1 -10010
-1 2 100 1

Stosuje petny algorytm Gaussa.
Etap 1.

A_u:rowop(A_u,2,1,1/2);
A_u:rowop(A_u,3,1,-1/2);

2 2 3 1 00

3 1
0 -2 -=— -—10
2 2

22 3 1 00
1

0 -2 -~ -1 10
2 2
1

03 =~ L o1
2 2

2 2 3 1 00
3 1

0 -2 -— -— 10
2 2
1 1 3

00 — -— =1
4 4 2

13 / 26
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A_u:rowop(A _u,2,3,-6);
A_u:rowop(A_u,1,3,12);

2 2 3 1 0 O
0 -2 0 -2 10 6
(A_u)
1 1 3
0 0 — -—— — 1
4 4 2
2 2 0 4 -18 -12
0 -2 0 -2 10 6
(A_u)
1 1
00 — -— 2 4
4 4 2
A_u:rowop(A_u,1,2,-1);
2 0 O 2 -8 -6
0 -2 0 -2 10 6
(A_u)
1 1
00 — -— 2
4 4 2
Etap 3.

A_u:matrix([1/2,0,0],[0,-1/2,0],[0,0,4]).A_u:
100 1 -4 -3

(Au |lo10 1 -5 -3
001 -1 6 4

Wypisuje macierz odwrotng przez skreslenie w A_u trzech pierwszych
kolumn.

B:submatrix(A _u,1,2,3);

1 -4 -3
(B) 1 -5 -3
-1 6 4

Zrébmy jeszcze sprawdzenie.
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A.B;
B.A;

1

0
0

Oznacza, ze B jest macierzg odwrotng do A.

0
1

0
0
1
0

o O

kill(all):

done

15 / 26

b) Macierz B jest macierzg gléwna uktadu z ¢wiczenia 2, wiec wykorzystamy mozemy

skopiowac wiekszos¢ zapisanych wyzej polecen.
Wprowadzam macierz B.

B:matrix([6,-2,2,4],[12,-8,6,10],[3,-13,9,3],[-6,4,1,~18]):

6
12

3
-6

-2 2
-8 6
-13 9
4

1

4
10
3
-18

i dotgczam macierz jednostkowa.

B_u:addcol(B,ident(4));

6
12

3
-6

Bede stosowat petng eliminacje Gaussa.

-2
-8
-13
4

2
6
9
1

4
10
3
-18

1

0
0
0

0
1
0
0

o O O

—_

Etap 1 (eliminacja w przdd).
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B_u:rowop(B_u,2,1,2);

B_u:rowop(B_u,3,1,1/2);

B_u:rowop(B_u,4,1,-1);

6 -2 2 4 1 0 0O

0 -4 2 2 -2100
(B_u)

3 -13 9 3 0O 010

-6 4 1 -18 0 0 0 1

6 -2 2 4 1 0 0O

0 -4 2 2 -2 100
(B_u) 1

0 -12 8 1 —? 010

-6 4 1 -18 0 0 0 1

6 -2 2 4 1 00O

0 -4 2 2 -2 100
(B_u) 1

0 -12 8 1 -— 010

2
0 2 3 -14 1 00 1

B_u:rowop(B_u,3,2,3);
B_u:rowop(B_u,4,2,-1/2);

6 -22 4 1 0 00
042 2 -2 1 00

B_u:rowop(B_u,4,3,2);

6 -2 2 4 1 0 0 O
0 -42 2 -2 1 00
(B_u) 002—5%—3 10

13
000—3—117—21
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Etap 2 (eliminacja wstecz).

B_u:rowop(B_u,3,4,5/3);

B_u:rowop

(
(
(

B_u,2,4,-2/3);

B_u:rowop(B_u,1,4,-4/3);

6 -2 2 4 1 0 0
0 -4 2 2 -2 1 0
(B_U)OOZOﬁ—ﬁﬁ—
6 6 3

13
o 0 0-3 -1 — =2

2
6 -2 2 4 1 0 0

2 1
0-420 -2 B _
3 3 3
B u 14 1
Bu 1y o 2 3.8 B
6 6 3

13
o 0o 0-3 -11 — =2

2
41 26 8
6 -2 2 0 -— — -—
3 3 3
28 16 4
0 -42 0 -— — -—
3 3 3

(B_u)

143 83 13
o 0 2 0 ——-——7— —
6 6 3

13
000—3—117—2

17 / 26
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B _u:rowop(B_u,2,3,1);
B _u:rowop(B_u,1,3,1);

41 26 8 4
6 22 0 -— — -— —
3 3 3 3
199 115 17 7
0-40 0 ~—|]— — -— —
6 6 3 3
(B_u)
143 83 13
0020 —, -— — -—
6 6 3
13
0O 0 0 -3 -1 > -2 1
75 45
6 -2 0 0 -— — -7 3
2 2
1 11 17 7
0 _4 0 0 _ﬁ _5 —_ P
6 6 3 3
(B_u) 143 83 13 5
0 0 2 _— = = =
6 6 3 3
13
0O 0 0 -3 -1 - -2 1
B_u:rowop(B_u,1,2,1/2);
251 155 25 11
6 0 0 0 - — — -— —
12 12 6 6
199 115 17 7
0-400 ~-—]— — -— —
6 6 3 3
(B_u) 143 83 13 5
0020 —|— -— — -—
6 6 3 3
13
0O 0 0 -3 -1 - -2 1
Etap 3 (redukuje przeksztatcong macierz gtbwng do macierzy
jednostkowej).
B_u:matrix([1/6,0,0,01,[0,-1/4,0,0],[0,0,1/2,0],[0,0,0,-1/3]).B_u;
251 155 25 11
1000 ~— — -—— —
72 72 36 36
199 115 17 7
0100 — -— — -—
24 24 12 12
(B_u)
143 83 13 5
0010 —/— -— — -—
12 12 6 6
11 13 2 1
0001 — -— — -—
3 6 3 3

Wypisuje macierz odwrotng skreslajgc pierwsze cztery kolumny.
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(A)

C:submatrix(B_u,1,2,3,4);

251
72

199

24
143
12
11

Jest to macierz odwrotna do B, ale dla pewno$ci zrébmy jeszcze

155

72
115

24

83
12

sprawdzenie.

B.C;
C.B;

10

0
0
0

o O O
o

kill(all):

done

o O O

o O O

Cwiczenie 5.

Wyznaczamy rozktad LU macierzy A. W tym celu zapisuje macierz A i stosuje
podstawowg eliminacje Gaussa.

A:matrix([4,1,0],[1,4,1],[0,1,4]);

4 1
1 4
0 1

0
1
4

25

36

17
12

11
36

19 / 26
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A: rowop(A,2,1,1/4);

4 1
15

O N
4

0o 1

4 1
15

O N
4

0 0

Macierz U bedzie przeksztatcona macierzg A (gorng trojkatng).

U:A;
1
15
0 —_
4
0 O

Macierz L tworzymy w nastepujgcy sposob: w miejsce zer pod przekatng w

0

0

56

15

56

15

20 / 26

przekszatconej macierzy A wstawiamy wpotczynniki, ktorych uzyliSmy do zerowania;

na przekatnej jedynki; nad przekatng zera.

L: matrix([1,0,0],[1/4,1,0],[0,4/15,1]);

1 0
1
— 1
4
4
0 —_
15

Mozna zrobi¢ sprawdzenie. Musi zachodzi¢: A=L.U

L.U;

4 10
1 4 1
014

Wprowadzam kolumne wyrazéw wolnych.

0
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B:matrix([6],[12],[14]);

Krok 1. Rozwigzuje uktad: LY=B.

Y:matrix([y1],[y2],[y3]);

y1
(Y) y2
y3
L.Y=B;
[yt
6
y1
Y2+ |21z
4y2| |14
y3+ 15

Z pierwszego mam y1=6. Wstawiam do do drugiego i obliczam y2.

solve(y2+6/4=12);

21
[y2 _T]

Wstawiam do trzeciego i obliczam y3.

solve(y3+4/15-21/2=14);

56
[y3 —T]

y1.6;
y2:21/2;
y3:56/5;

(yl) 6

21
(y2) BN
56

v3)
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"(Y);

Krok 2. Rozwigzuje uktad: UX=Y.

X:matrix([x1],[x2],[x3]);

x1
X2
x3
U.X="(Y);
x2+4 x1 6
15 x2 21
X3+ —
4 |=| 2
56 x3 j%i
15

Z trzeciego rownania mamy: x3=3. Wstawiam do drugiego i wyznaczam x2.

solve(3+15/4-x2=21/2);
[x2=2]

Wstawiam do pierwszego i obliczam x1.

solve(2+4-x1=6);
[x1=1]

Mamy rozwigzanie: x1=1, x2=2, x3=3.

kill(all);
done

Cwiczenie 6.

Wprowadzam macierz gtéwng uktadu

22 / 26
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A:matrix([6,-2,2,4],[12,-8,6,10],[3,-13,9,3],[-6,4,1,-18]);
6 -2 2 4
12 -8 6 10
(A)
3 -13 9 3
-6 4 1 -18

i stosuje eliminacje Gaussa w przéd.

A:rowop(A,2,1,2);
A:rowop(A,3,1,1/2);
A:rowop(A,4,1,-1);

2 4
0 -4 2 2
9 3

|
—_—
N
w oo N N
—

-14

A:rowop(A,3,2,3);
A:rowop(A,4,2,-1/2);

-2 2 4
2
-5
14

o O O o O O o o

|
N

AN ONDDN w NN
SN
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A:rowop(A,4,3,2);
6 -2 2 4
0 -4 2 2
(A)
0 0 2 -5
0

0 0 -3

Zapisuje macierz U

o o o o C
|
N

o N NN
N

i tworze macierz L.

L:matrix([1,0,0,0],[2,1,0,01,[1/2,3,1,0],[-1,-1/2,2,1]):

1 0 00
2 1 00
(L) 13 400
2
1
-4 -— 2 1
2

Zrébmy sprawdzenie.

L.U;

6 -2 2 4
12 -8 6 10
3 -13 9 3
-6 4 1 -18

Krok 1. Rozwigzuje uktad LY=B
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Y:matrix([y1],[y2],[y3],[y4]);
B:matrix([12],[341,[27],[-38]);

y1
y2
y3
y4
12
34

%9

L.Y=B;

y1

12
y2+2 y1

34

y1 =
y3+3 y2+ > o7
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ya+2y8-Z—-y1 38

y1:12;
12

solve(y2+2-12=34);
[y2=10]

y2:10;
10

solve(y3+3-10+12/2=27);
[y3=-9]

y3:-9;
-9

solve(y4+2-(-9)-10/2-12=-38);
[y4=-3]

y4:-3;
-3

Krok 2. Rozwigzuje uktad UX=Y.
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X:matrix([x1],[x2],[x3],[x4]);

x1
x2
(X) 3
x4
U.X="(Y);
4 x4+2 x3-2 x2+6 x1 (12
2 x4+2 x3-4 x2 10
2 x3-5 x4 -9
-3 x4 {—3

Z ostatniego mamy x4=1.

solve(2:-x3-5-1=-9);
[x3=-2]

solve(2:1+2-(-2)-4-x2=10);
[x2=-3]

solve(4+1+2:(=2)-2+(-3)+6-x1=12);
[x1=1]

Mamy rozwigzanie: x1=1, x2=-3, x3=-2, x4=1.



