
Optymalizacja nieliniowa

Cz¦±¢ III. Optymalizacja z ograniczeniami

• Metoda funkcji kary zewn¦trznej

• Metoda funkcji kary wewn¦trznej



WPROWADZENIE

Rozwi¡zywanie rzeczywistych problemów optymalizacyjnych zwi¡-

zane jest cz¦sto z potrzeb¡ uwzgl¦dnienia ró»norodnych ograni-

cze«. Ograniczenia te zaw¦»aj¡ zbiór rozwi¡za« i musz¡ by¢

uwzgl¦dnianie w procesie poszukiwania minimum lub maksimum

funkcji celu. W modelu matematycznym zagadnienia przybieraj¡

one posta¢ równo±ci lub nierówno±ci.
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Niech dany b¦dzie problem polegaj¡cy na wyznaczeniu minimum

funkcji celu

f : Rn → R

przy ograniczeniach:

gj(x) 6 0 dla j = 1,2, . . . , k; (1)

hj(x) = 0 dla j = 1,2, . . . ,m, (2)

gdzie gj, hj : Rn → R s¡ funkcjami ograniczaj¡cymi zbiór poszu-

kiwa«.

Zbiór tych x ∈ Rn, które speªniaj¡ ukªad warunków (1) i (2) nazy-

wamy zbiorem rozwi¡za« dopuszczalnych lub po prostu zbiorem

dopuszczalnym, i oznaczamy przez Xd.
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Istota przedstawionych poni»ej metod optymalizacji z ogranicze-

niami polega na pewnej mody�kacji funkcji celu polegaj¡cej na

wª¡czeniu do niej ogranicze«. W ten sposób zagadnienie opty-

malizacji z ograniczeniami zostaje przeksztaªcone na zagadnienie

optymalizacji bez ogranicze«. Do optymalizacji tak zmody�ko-

wanej funkcji celu mo»na u»y¢ jednej z metod optymalizacji bez

ogranicze«.
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Poszczególne metody ró»ni¡ si¦ sposobem tworzenia zmody�ko-

wanej funkcji celu. W ka»dym przypadku ma jednak zastosowanie

ten sam ogólny algorytm.

Punktem wyj±cia jest ustalenie punktu startowego x(0), tzn. pierw-

szego przybli»enia szukanego minimum i dokªadno±ci oblicze« ε.

Nast¦pnie wyznaczamy zmody�kowan¡ funkcj¦ celu Fi (ró»n¡

w ka»dej iteracji) i znajdujemy jej minimum x∗. Znalezione mi-

nimum staje si¦ kolejnym przybli»eniem, tzn. x(i) = x∗. Je»eli

teraz

‖x(i) − x(i−1)‖2 6 ε,

algorytm ko«czy dziaªanie - przybli»eniem rzeczywistego mini-

mum jest x(i). W przeciwnym wypadku wyznaczamy Fi+1 i po-

wtarzamy rozumowanie.
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Metoda funkcji kary zewn¦trznej

W metodzie funkcji kary zewn¦trznej mody�kacji funkcji celu

dokonuje si¦ w oparciu o tak zwan¡ funkcj¦ kary zewn¦trznej

S : Rn → R. Funkcja ta powinna by¢ ci¡gªa i taka, »e

S(x) = 0 dla x ∈ Xd
i

S(x) > 0 dla x /∈ Xd.

Uwaga. Mo»na powiedzie¢, »e funkcja S przypisuje ka»demu

punktowi spoza zbioru rozwi¡za« dopuszczalnych pewn¡ kar¦

liczbow¡.
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Zazwyczaj funkcja kary zewn¦trznej jest realizowana przez funk-

cj¦ kwadratow¡, tzn. ma pasta¢:

S(x) =
k∑

j=1

(
max(0, gj(x))

)2
+

m∑
j=1

(
hj(x)

)2
.

�atwo sprawdzi¢, »e S(x) = 0 tylko wtedy, gdy ograniczenia s¡

speªnione. Natomiast S(x) > 0, gdy ograniczenia nie s¡ speª-

nione.

Uwaga. Funkcja S jest ci¡gªa. Wyst¦powanie w powy»szym wzo-

rze funkcji max mo»e powodowa¢, »e w niektórych przypadkach

funkcja S nie b¦dzie ró»niczkowalna. W konsekwencji nie zawsze

b¦dzie mo»na stosowa¢ metody gradientowe do optymalizacji.
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Posiadaj¡c funkcj¦ kary mo»emy teraz okre±li¢ ci¡g zmody�ko-

wanych funkcji celu Fi : Rn → R kieruj¡c si¦ zasad¡, aby wraz

ze wzrostem indeksu rosªa warto±¢ kary przypisywanej punktom

spoza zbioru Xd. Powy»sz¡ zasad¦ speªnia ci¡g:

Fi(x) = f(x) + ciS(x),

gdzie ci jest rosn¡cym ci¡giem o wyrazach dodatnich takim, »e

lim
i→∞

ci =∞. Zazwyczaj przyjmuje si¦

c1 > 0,

ci+1 = 2ci.
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Metoda funkcji kary wewn¦trznej

Niech dany b¦dzie problem polegaj¡cy na wyznaczeniu minimum

funkcji celu

f : Rn → R

przy ograniczeniach postaci:

gj(x) 6 0 dla j = 1,2, . . . , k.

Uwaga. Metoda funkcji kary zewn¦trznej ma zastosowanie jedy-

nie do zagadnie«, w których ograniczenia wyst¦puj¡ tylko w po-

staci nierówno±ci.
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W metodzie funkcji kary wewn¦trznej mody�kacji funkcji celu

dokonuje si¦ w oparciu o tak zwan¡ funkcj¦ barierow¡

S : intXd → R+.

Funkcja ta powinna by¢

(1) ci¡gªa we wn¦trzu zbioru dopuszczalnego,

(2) o warto±ciach dodatnich, tzn. S(x) > 0 dla x ∈ intXd,
(3) taka, »e dla ka»dego ci¡gu punktów x(n) d¡»¡cego do brzegu

zbioru Xd, tzn. dla ci¡gu speªniaj¡cego warunek:

lim
n→∞ gj(x

(n)) = 0

dla ustalonego j = 1,2, . . . , k, zachodzi jednocze±nie:

lim
n→∞S(x

(n)) =∞.
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Uwaga. Mo»na powiedzie¢, »e funkcja barierowa S przypisuje

ka»demu punktowi wewn¡trz zbioru rozwi¡za« dopuszczalnych

pewn¡ kar¦ liczbow¡ i tworzy �barier¦� na brzegu tego obszaru.

Uwaga. Wªasno±ci funkcji barierowej powinny gwarantowa¢, »e

ci¡g kolejnych przybli»e« rzeczywistego minimum pozostanie w zbio-

rze dopuszczalnym. Mo»e jednak si¦ zdarzy¢, »e zastosowana

metoda optymalizacji bez ogranicze« spowoduje �przerzucenie�

tego ci¡gu ponad barier¡ i niewªa±ciwe dziaªanie caªej metody.
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Uwaga. W celu wªa±ciwego dziaªania metody punkt startowy

x(0) musi by¢ tak wybrany, aby x(0) ∈ Xd. Ponadto w procesie

optymalizacji, nale»y kontrolowa¢ czy ci¡g kolejnych przybli»e«

jest taki, »e x(i) ∈ Xd.

Jako funkcja barierowa mo»na by¢ u»yta jedna z dwóch funkcji:

S(x) = −
k∑

j=1

1

gj(x)
dla x ∈ Xd

lub

S(x) = −
k∑

j=1

ln
(
−gj(x)

)
dla x ∈ Xd.
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Posiadaj¡c funkcj¦ kary wewn¦trznej mo»emy teraz, we wn¦-

trzu zbioru dopuszczalnego, okre±li¢ ci¡g zmody�kowanych funk-

cji celu Fi : intXd → R kieruj¡c si¦ zasad¡, aby wraz ze wzrostem

indeksu malaªa kara nakªadana punktom, tzn. malaªo znaczenie

�bariery�. Powy»sz¡ zasad¦ speªnia ci¡g:

Fi(x) = f(x) + ciS(x),

gdzie ci jest malej¡cym ci¡giem o wyrazach dodatnich takim, »e

lim
i→∞

ci = 0. Zazwyczaj przyjmuje si¦

c1 > 0,

ci+1 = α · ci,

gdzie α ∈ (0,1).
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