Optymalizacja nieliniowa

CzeSC III. Optymalizacja z ograniczeniami
e Metoda funkcji kary zewnetrznej

e Metoda funkcji kary wewnetrznej



WPROWADZENIE

Rozwigzywanie rzeczywistych problemow optymalizacyjnych zwig-
zane jest czesto z potrzeba uwzglednienia roznorodnych ograni-
czen. Ograniczenia te zawezaja zbidr rozwigzan i muszg byC
uwzglednianie w procesie poszukiwania minimum lub maksimum
funkcji celu. W modelu matematycznym zagadnienia przybierajg
one postacC rownosci lub nierdwnosci.



Niech dany bedzie problem polegajacy na wyznaczeniu minimum
funkcji celu

f:R"—=R
przy ograniczeniach:
gj(X)<Od|aj=1,2,...,k; (1)
hj(x)=0dlaj=1,2,...,m, (2)

gdzie gjs hj : R™ — R sg funkcjami ograniczajacymi zbidr poszu-
Kiwan.

Zbior tych x € R™, ktére spetniaja uktad warunkéw (1) i (2) nazy-
wamy zbiorem rozwigzan dopuszczalnych lub po prostu zbiorem
dopuszczalnym, i oznaczamy przez X,.



Istota przedstawionych ponizej metod optymalizacji z ogranicze-
niami polega na pewnej modyfikacji funkcji celu polegajacej na
witaczeniu do niej ograniczen. W ten sposdb zagadnienie opty-
malizacji z ograniczeniami zostaje przeksztatcone na zagadnienie
optymalizacji bez ograniczen. Do optymalizacji tak zmodyfiko-
wanej funkcji celu mozna uzyC jednej z metod optymalizacji bez
ograniczen.



Poszczegdlne metody roznig sie sposobem tworzenia zmodyfiko-
wanej funkcji celu. W kazdym przypadku ma jednak zastosowanie
ten sam ogdlny algorytm.

Punktem wyjscia jest ustalenie punktu startowego a;(o), tzn. pierw-
szego przyblizenia szukanego minimum i doktadnosSci obliczen e.
Nastepnie wyznaczamy zmodyfikowana funkcje celu F; (rézna
w kazdej iteracji) i znajdujemy jej minimum x*. Znalezione mi-
nimum staje sie kolejnym przyblizeniem, tzn. (D) = 2*. Jezeli
teraz

|24 — 205 <,
algorytm konczy dziatanie - przyblizeniem rzeczywistego mini-

mum jest RACIRV.Y, przeciwnym wypadku wyznaczamy F;4 1 | po-
wtarzamy rozumowanie.



Metoda funkcji kary zewnetrznej

W metodzie funkcji kary zewnetrznej modyfikacji funkcji celu
dokonuje sie w oparciu o tak zwang funkcje kary zewnetrznej
S : R"™ — R. Funkcja ta powinna byC ciggta i taka, ze

S(x) =0 dla x e X

S(x) >0 dla x ¢ Xy.

Uwaga. Mozna powiedzieC, ze funkcja S przypisuje kazdemu

punktowi spoza zbioru rozwigzah dopuszczalnych pewng kare
liczbowa.



Zazwyczaj funkcja kary zewnetrznej jest realizowana przez funk-
cje kwadratowg, tzn. ma pastac:

k m

Se) =Y (max(0,;0))” + X (h;(x))°

r atwo sprawdzié, ze S(x) = 0 tylko wtedy, gdy ograniczenia s3
spetnione. Natomiast S(x) > 0, gdy ograniczenia nie sg spet-
nione.

Uwaga. Funkcja S jest ciggta. Wystepowanie w powyzszym wzo-
rze funkcji max moze powodowac, ze w niektdorych przypadkach
funkcja S nie bedzie rozniczkowalna. W konsekwencji nie zawsze
bedzie mozna stosowal metody gradientowe do optymalizacji.
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Posiadajac funkcje kary mozemy teraz okresSli€ cigg zmodyfiko-
wanych funkcji celu F; : R® — R kierujac sie zasadg, aby wraz
ze wzrostem indeksu rosta wartosC kary przypisywanej punktom
spoza zbioru X,;. Powyzszg zasade€ spetnia Ciag:

Ei(x) = f(X) + ¢;:S(x),

gdzie c; jest rosngcym ciggiem o0 wyrazach dodatnich takim, ze
lim ¢; = oco. ZazwycCzaj przyjmuje sie

1—00
c1 > 0,
Ci—|—1 — QCZ'.



Metoda funkcji kary wewnetrznej

Niech dany bedzie problem polegajacy na wyznaczeniu minimum
funkcji celu

f R" =R
przy ograniczeniach postaci:

gi(x) <0dlaj=1,2,...,k.

Uwaga. Metoda funkcji kary zewnetrznej ma zastosowanie jedy-
nie do zagadnien, w ktorych ograniczenia wystepuja tylko w po-
staci nierdbwnosci.



W metodzie funkcji kary wewnetrznej modyfikacji funkcji celu
dokonuje sie w oparciu o tak zwang funkcje barierowa

S:intX; — RT.

Funkcja ta powinna bycC
(1) ciggta we wnetrzu zbioru dopuszczalnego,
(2) o wartosciach dodatnich, tzn. S(x) > 0 dla x € intXy,
(3) taka, ze dla kazdego ciggu punktoéw x(") dazacego do brzegu
zbioru X, , tzn. dla ciggu spetniajacego warunek:
lim gj(x(”)) =0

n—oo

dla ustalonego 5 =1,2,...,k, zachodzi jednoczeSnie:

im S(x(") = .

n—oo



Uwaga. Mozna powiedzieC, ze funkcja barierowa S przypisuje
kazdemu punktowi wewngatrz zbioru rozwigzan dopuszczalnych
pewng kare liczbowg i tworzy ,,bariere” na brzegu tego obszaru.

Uwaga. Wtasnosci funkcji barierowej powinny gwarantowac, ze
ciag kolejnych przyblizen rzeczywistego minimum pozostanie w zbio-
rze dopuszczalnym. Moze jednak sie zdarzyC, ze zastosowana
metoda optymalizacji bez ograniczen spowoduje ''przerzucenie”
tego ciggu ponad barierg i niewtasciwe dziatanie catej metody.
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Uwaga. W celu wifasciwego dziatania metody punkt startowy
x(0) musi by¢ tak wybrany, aby x(9) € X,. Ponadto w procesie
optymalizacji, nalezy kontrolowaC czy cigg kolejnych przyblizen
jest taki, ze x(O) € X ;.

Jako funkcja barierowa mozna byC uzyta jedna z dwoch funkcji:

S(x) = — Z

dla x € X

](X)
lub

k
S(X) = — Z In (—gj(x)) dla x € X .
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Posiadajagc funkcje kary wewnetrznej mozemy teraz, we wne-
trzu zbioru dopuszczalnhego, okresSliC cigg zmodyfikowanych funk-
cji celu F; 1 intX,; — R kierujgc sie zasada, aby wraz ze wzrostem
indeksu malata kara naktadana punktom, tzn. malato znaczenie
,bariery”. Powyzszg zasade spefnia Ciag:

F;(x) = f(X) + ¢;S(x),

gdzie c; jest malejacym ciggiem o wyrazach dodatnich takim, ze

lim ¢; = 0. Zazwyczaj przyjmuje sie
11— 00

gdzie a € (0,1).
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