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Zadanie wªasne

Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡ stopnia n o elementach

zespolonych, a λ liczb¡ zespolon¡. Je±li równanie

Ax = λx

jest speªnione przez pewien niezerowy wektor kolumnowy x (o n

skªadowych), to mówimy, »e λ jest warto±ci¡ wªasn¡, a x wekto-

rem wªasnym macierzy A, odpowiadaj¡cym tej warto±ci wªasnej.
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Istnienie nietrywialnego (niezerowego) rozwi¡zania równania

Ax = λx

jest równowa»ne ka»demu z trzech poni»szych warunków:

1. macierz A− λI przeksztaªca pewien wektor niezerowy na 0,

2. A− λI jest osobliwa,

3. det(A− λI) = 0.

Ostatnie równanie nazywamy równaniem charakterystycznym.
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Równowa»no±¢ powy»szych warunków oznacza, »e obliczanie war-

to±ci wªasnych macierzy mo»na sprowadzi¢ do rozwi¡zywania

równania charakterystycznego. Równanie to mo»emy zapisa¢

w bardziej konkretnej postaci:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Lewa strona tego równania jest wielomianem stopnia n wzgl¦dem

λ, zwanym wielomianem charakterystycznym macierzy A. St¡d

wniosek, »e dowolna macierz kwadratowa stopnia n ma dokªadnie

n warto±ci wªasnych, gdy ka»d¡ z nich liczymy tyle razy, ile wynosi

krotno±¢ pierwiastka równania charakterystycznego.
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�wiczenie 1. Znale¹¢ warto±ci wªasne macierzy:

A =

 1 2 1
0 1 3
2 1 1

 , B =

 5 4 3
−1 0 −3
1 −2 1

 .

Twierdzenie 1. Je»eli A jest macierz¡ symetryczn¡ (A = AT ),

wtedy wszystkie jej warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste.

�wiczenie 2.Znale¹¢ warto±ci wªasne macierzy A oraz odpowia-

daj¡ce im wektory wªasne:

A =

 2 1 0
1 2 1
0 1 2

 .
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Uwaga 1.Nale»y zauwa»y¢, »e przedstawiony wy»ej, bezpo±redni

sposób obliczania warto±ci wªasnych jest sensowny jedynie w obli-

czeniach r¦cznych dla macierzy niskiego stopnia. W obliczeniach

numerycznych nie zaleca si¦ stosowania tego sposobu dlatego,

»e pierwiastki wielomianów mog¡ by¢ bardzo czuªe na zmiany

jego wspóªczynników, spowodowane np. bª¦dami zaokr¡gle«.

5



Metoda pot¦gowa

Podstawow¡ metod¡ numeryczn¡ dla zadania wªasnego jest me-

toda pot¦gowa. Daje ona mo»liwo±¢ przybli»enia, z zadan¡ do-

kªadno±ci¡, warto±ci wªasnej o najwi¦kszym module i odpowia-

daj¡cego jej wektora wªasnego.

Metoda dziaªa bez zakªóce«, je»eli macierz ma nast¦puj¡ce wªa-

sno±ci:

1. Tylko jedna jej warto±¢ wªasna (rzeczywista lub zespolona)

ma najwi¦kszy moduª.

2. Istnieje ukªad n wektorów wªasnych liniowo niezale»nych czyli

macierz ma prost¡ struktur¦.
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Metod¦ pot¦gow¡ mo»emy przedstawi¢ w postaci nast¦puj¡cej

procedury iteracyjnej:

x0 − wektor pocz¡tkowy,

xn+1 = Axn,

rn =
ϕ(xn+1)

ϕ(xn)
,

gdzie ϕ(x) oznacza dowolny funkcjonaª liniowy okre±lony na Cn.
Funkcjonaª taki musi mie¢ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y)

dla dowolnych liczb α, β i wektorów x, y. Prostym przykªadem ta-

kiego funkcjonaªu mo»e by¢: ϕ(x) = xi, i = 1,2, . . . , n (ϕ zwraca

wybran¡ skªadow¡ wektora x).
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Przy wielokrotnym powtarzaniu powy»szej procedury, wielko±¢

rn przybli»a warto±¢ wªasn¡ o najwi¦kszym module, a wielko±¢

xn+1 przybli»a odpowiadaj¡cy jej wektor wªasny.

Kryterium stopu

Jako kryterium zako«czenia iterowania powy»szej procedury przyj-

mujemy:

‖Axn+1 − rnxn+1‖ ≤ tol,

gdzie tol jest z góry przyj¦t¡ dokªadno±ci¡, np. tol = 10−8.

Innym kryterium stopu mo»e by¢ osi¡gni¦cie maksymalnej liczby

iteracji.
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Uwaga 2.W literaturze cz¦sto metod¦ pot¦gow¡ wi¡»e si¦ z kon-

kretnym funkcjonaªem ϕ takim, »e

rn =
(xn, xn+1)

(xn, xn)
,

gdzie (x, y) oznacza iloczyn skalarny wektorów x, y.

Jest to tzw. iloraz Rayleigha zapewniaj¡cy dla macierzy syme-

trycznych nieco lepsze dziaªanie metody pot¦gowej.

Zauwa»my, »e je»eli x jest wektorem wªasnym macierzy A, to

wówczas iloraz Rayleigha daje odpowiadaj¡c¡ mu warto±¢ wªa-

sn¡, tzn.

(xn, xn+1)

(xn, xn)
=

(xn, Axn)

(xn, xn)
=

(xn, λxn)

(xn, xn)
=
λ(xn, xn)

(xn, xn)
= λ.
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�wiczenie 3.Dana jest macierz

A =

[
2 −12
1 −5

]
.

Wyznacz jej warto±ci wªasne rozwi¡zuj¡c równanie charaktery-

styczne, a nast¦pnie stosuj¡c metod¦ pot¦gow¡ dla wektora po-

cz¡tkowego [1,1], z dokªadno±ci¡ do 0.001.
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Odwrotna metoda pot¦gowa

W konstrukcji algorytmu odwrotnej metody pot¦gowej kluczow¡

rol¦ odgrywa nast¦puj¡ca elementarna wªasno±¢ dotycz¡ca war-

to±ci wªasnych macierzy.

Twierdzenie 2. Je»eli λ jest warto±ci¡ wªasn¡ nieosobliwej ma-

cierzy A, to λ−1 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A−1.

Dowód. Je»eli Ax = λx i x 6= 0, to x = A−1(λx) = λA−1x.
Dziel¡c obustronnie ostatnie równanie przez λ otrzymujemy:

A−1x = λ−1x

co oznacza, »e λ−1 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A−1.
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Powy»sze twierdzenie sugeruje metod¦ obliczenia najmniejszej

warto±ci wªasnej macierzy A. Zaªó»my, »e mamy

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn−1| > |λn| > 0.

Zwa»ywszy na fakt, »e 0 nie jest warto±ci¡ wªasn¡, macierz A

nie mo»e by¢ osobliwa.

Warto±ci wªasne macierzy A−1 równe λ−1j speªniaj¡ zatem nie-

równo±¢: ∣∣∣λ−1n ∣∣∣ > ∣∣∣λ−1n−1∣∣∣ > · · · > ∣∣∣λ−11

∣∣∣ > 0.

Dzi¦ki temu mo»emy obliczy¢ λ−1n (tzn. odwrotno±¢ najmniej-

szej warto±ci wªasnej macierzy A), stosuj¡c metod¦ pot¦gow¡ do

macierzy A−1.
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Odwrotna metoda pot¦gowa z przesuni¦ciem

Odwrotna metoda pot¦gowa z przesuni¦ciem pozwala oblicza¢

przybli»enia warto±ci wªasnych po±rednich - le»¡cych pomi¦dzy

warto±ciami wªasnymi o najwi¦kszym i najmniejszym module.

Metoda ta polega na zastosowaniu odwrotnej metody pot¦gowej

do tzw. macierzy przesuni¦tej, tj. macierzy: A − µI. Operuj¡c

tak¡ macierz¡ mo»na znale¹¢ warto±¢ wªasn¡ macierzy A, naj-

bli»sz¡ danej liczby µ.

Macierz A − µI ma warto±ci wªasne postaci: λj − µ dla j =

1,2, . . . , n, wi¦c stosuj¡c do niej odwrotn¡ metod¦ pot¦gow¡,

mo»emy znale¹¢ przybli»enie wielko±ci: (λk − µ)−1, a st¡d mo-

»emy ju» obliczy¢ przybli»enie warto±ci wªasnej λk.
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Uwaga 3. Zastosowanie zwykªej metody pot¦gowej do macierzy

przesuni¦tej prowadzi do wyznaczenia przybli»enia warto±ci wªa-

snej macierzy A, najdalszej od danej liczby µ. W zwi¡zku z tym,

je»eli macierz A ma tylko rzeczywiste warto±ci wªasne, stosuj¡c

taki algorytm, mo»emy otrzyma¢ tylko skrajne warto±ci wªasne

(tzn. najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡), poniewa» one b¦d¡ zawsze naj-

bardziej oddalone.
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