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Zadanie wtasne

Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n o elementach
zespolonych, a \ liczbg zespolong. JesSli rownanie

Ax = \x

jest spetnione przez pewien niezerowy wektor kolumnowy x (0 n
sktadowych), to méwimy, ze \ jest wartoscig wtasng, a x wekto-
rem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym tej wartosci wtasnej.



Istnienie nietrywialnego (niezerowego) rozwigzania réwnania

Ax = \x

jest rownowazne kazdemu z trzech ponizszych warunkow:

1. macierz A — \I przeksztatca pewien wektor niezerowy na O,

2. A — )\l jest osobliwa,

3. det(4 — \I) = 0.

Ostatnie rownanie nazywamy rownaniem charakterystycznym.
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RownowaznosSC powyzszych warunkow oznacza, ze obliczanie war-
tosSci wtasnych macierzy mozna sprowadzi€ do rozwigzywania
rownania charakterystycznego. ROwnanie to mozemy zapisac
w bardziej konkretnej postaci:

a1 —A a2 -+ Qlp
a1 a2 — A - d2n | _
anl An2 o Apn — A

Lewa strona tego rownania jest wielomianem stopnia n wzgledem
A, zwanym wielomianem charakterystycznym macierzy A. Stad
wniosek, ze dowolha macierz kwadratowa stopnia n ma doktadnie
n wartosSci wtasnych, gdy kazdg z nich liczymy tyle razy, ile wynosi
krotnoSC pierwiastka rownania charakterystycznego.



Cwiczenie 1. Znalez¢ wartosci wtasne macierzy:

(1 2 1] 5 4 3
A=|013|, B=|-1 0 -3
2 1 1] 1 -2 1|

Twierdzenie 1. Jezeli A jest macierzg symetryczng (A = AT ),
wtedy wszystkie jej wartosci wtasne sg rzeczywiste.

Cwiczenie 2. Znalez¢ wartosci wtasne macierzy A oraz odpowia-
dajgce im wektory wtasne:

A=

O N
=N -
N = O




Uwaga 1. Nalezy zauwazyC, ze przedstawiony wyzej, bezposredni
SposOb obliczania wartosci wtasnych jest sensowny jedynie w obli-
czeniach recznych dla macierzy niskiego stopnia. W obliczeniach
numerycznych nie zaleca sie stosowania tego sposobu dlatego,
ze pierwiastki wielomiandw moga byC bardzo czute na zmiany
jego wspotczynnikdw, spowodowane np. btedami zaokraglen.



Metoda potegowa

Podstawowa metoda numeryczng dla zadania wtasnego jest me-
toda potegowa. Daje ona mozliwoSC przyblizenia, z zadang do-
ktadnoscig, wartosci wtasnej o najwiekszym module i odpowia-
dajacego jej wektora wtasnego.

Metoda dziata bez zaktdcen, jezeli macierz ma nastepujgce wita-

SNOSCi:

1. Tylko jedna jej wartoSC€ wtasna (rzeczywista lub zespolona)
ma najwiekszy modut.

2. Istnieje uktad n wektordow wtasnych liniowo niezaleznych czyli
macierz ma prostg strukture.



Metode potegowag mozemy przedstawiC w postaci nastepujacej
procedury iteracyjnej:

xo — wektor poczatkowy,
Tn41 = Axnp,
_ 90($n—|—1)
©(xn) 7
gdzie ¢(x) oznacza dowolny funkcjonat liniowy okreSlony na C".
Funkcjonat taki musi mieC nastepujaca wtasnosc:

p(ax + PBy) = ap(x) + Be(y)

dla dowolnych liczb «, 8 | wektorow x,y. Prostym przyktadem ta-
kKiego funkcjonatu moze byC: o(z) =x;, i =1,2,...,n (¢ zwraca
wybrang sktadowg wektora z).
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Przy wielokrotnym powtarzaniu powyzszej procedury, wielkoSC

rn Przybliza wartosSC wtasng o najwiekszym module, a wielkoSC
r,41 Przybliza odpowiadajacy jej wektor wiasny.

Kryterium stopu

Jako kryterium zakonczenia iterowania powyzszej procedury przyj-
mujemy:

HAxn—I-l — Tnxn—I—lH < t0|7
gdzie tol jest z goéry przyjeta doktadnoscia, np. tol = 108,

Innym Kryterium stopu moze byC osiggniecie maksymalnej liczby
iteracji.



Uwaga 2. W literaturze czesto metode potegowa wigze sie z kon-
kretnym funkcjonatem ¢ takim, ze

— (x?% ZUn_I_]_)
(wnaxn) 7

gdzie (x,y) oznacza iloczyn skalarny wektoréow z,y.

n

Jest to tzw. iloraz Rayleigha zapewniajacy dla macierzy syme-
trycznych nieco lepsze dziatanie metody potegowe,.

Zauwazmy, ze jezeli x jest wektorem wtasnym macierzy A, to
wowczas iloraz Rayleigha daje odpowiadajaca mu wartosSC wia-
sng, tzn.

($n7$n+ﬂ) __(xnwan)___(xnann)___A($na$n)__

(zn, Tn) - (zn, Tn) - (zn, Tn) - (zn, Tn) -

A




Cwiczenie 3. Dana jest macierz

2 —12
1=z -12],

Wyznacz jej wartosci witasne rozwigzujgc rownanie charaktery-
styczne, a nastepnie stosujgc metode potegowa dla wektora po-
czatkowego [1,1], z doktadnoscig do 0.001.
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Odwrotna metoda potegowa

W konstrukcji algorytmu odwrotnej metody potegowej kluczowg

role odgrywa nastepujaca elementarna wtasnosSC dotyczgca war-
tosSci wtasnych macierzy.

Twierdzenie 2. Jezeli A jest wartoscig wtasng nieosobliwej ma-

cierzy A, to A1 jest wartoscia wtasna macierzy A~ 1.

Dowdd. Jezeli Ax = Xz iz # 0, to x = A 1(2) = AA1a.

Dzielgc obustronnie ostatnie rownanie przez A otrzymujemy:
Ay =21y

co oznacza, ze A\~ ! jest wartoscia wtasng macierzy A~ 1.
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Powyzsze twierdzenie sugeruje metode obliczenia najmniejszej
wartosSci wtasnej macierzy A. Zatdézmy, ze mamy

(A1l = [A2] = -+ = [Ap—1] > [An] > 0.

Zwazywszy na fakt, ze O nie jest wartoScia wtasng, macierz A
nie moze byC osobliwa.

Wartoéci wtasne macierzy A—1 réwne Aj_l spetniaja zatem nie-
rownosc:

D P L =R P o)

Dzieki temu mozemy obliczy¢ A-1 (tzn. odwrotnosé najmniej-
szej wartosci wtasnej macierzy A), stosujgc metode potegowa do
macierzy A~ 1.
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Odwrotna metoda potegowa z przesunieciem

Odwrotna metoda potegowa z przesunieciem pozwala obliczac
przyblizenia wartosci wtasnych posSrednich - lezagcych pomiedzy
wartosciami wtasnymi o najwiekszym i najmniejszym module.

Metoda ta polega na zastosowaniu odwrotnej metody potegowej
do tzw. macierzy przesunietej, tj. macierzy: A — ul. Operujac
taka macierza mozna znalezC wartoSC wtasng macierzy A, naj-
blizszg danej liczby u.

Macierz A — ulI ma wartosci wtasne postaci: Aj —u dla 5 =
1,2,...,n, wiec stosujac do niej odwrotng metode potegowa,
mozemy znalez¢ przyblizenie wielkosci: (A, — )~ 1, a stad mo-
zemy juz obliczyC przyblizenie wartoSci wtasnej Ay.
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Uwaga 3. Zastosowanie zwyktej metody potegowej do macierzy
przesunietej prowadzi do wyznaczenia przyblizenia wartosci wita-
snej macierzy A, najdalszej od danej liczby u. W zwigzku z tym,
jezeli macierz A ma tylko rzeczywiste wartoSci wtasne, stosujac
taki algorytm, mozemy otrzymac tylko skrajne wartoSci wtasne
(tzn. najmniejsza i najwiekszy), poniewaz one beda zawsze naj-
bardziej oddalone.
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