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Definicja 1. (przyrost zmiennej i przyrost funkcji)
Roznice
x—xg=:Ax

nazywamy przyrostem zmiennej rzeczywistej x, a odpowiadajacy
przyrostowi Ax przyrost

Af = f(z) — f(zo)

nazywamy przyrostem funkcji f.

Definicja 2. (iloraz roznicowy)
Iloraz przyrostow

Af _ f(@) = f(zo)
Az T — X
nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f.



Definicja 3. (pochodna funkcji w punkcie)
Pochodng funkcji f w punkcie xg nazywamy granice ilorazu roéznico-
wego przy x — xg, tzn.

im 8 _ i f@) = flzo)

T—x0 N~ T—rxQ x — xQ
Jezeli granica taka nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma
pochodnej. Pochodng funkcji y = f(x) oznaczamy:

/ / dy df (z)
Y, f(.CU), %7 do )

Pierwsze dwa symbole wprowadzit Lagrange®, trzeci i czwarty
symbol - LeibnizT, ostatni stosowany w mechanice - Newton®.

*Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) - matematyk francuski.
TGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) - filozof i matematyk niemiecki
fIsaac Newton (1642-1727) - fizyk, astronom i matematyk angielski



Uwaga 1. Pochodna funkcji w punkcie zg jest rowna tangensowi
kata a, ktory tworzy styczna do wykresu funkcji w punkcie xg
z dodatnig czescig osi OX.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna pochodnej.

Uwaga 2. Odnajdywanie pochodnej funkcji nazywa sie
rozniczkowaniem funkcji. Dziat matematyki traktujacy o pocho-
dnych, ich wtasnosciach i zastosowaniach nazywamy rachunkiem
rozniczkowym.



Definicja 4. (funkcja rozniczkowalna w punkcie)
Funkcje f nazywamy rozniczkowalng w punkcie xqg, jezeli istnieje
pochodna funkcji f/'(xzg) w punkcie zg.

Definicja 5. (funkcja rézniczkowalna na zbiorze)
Funkcje, ktora jest rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru na-
zywamy funkcja rozniczkowalng na tym zbiorze.



Cwiczenie 1. Wyznacz pochodne podanych funkdcji:

a)y=ux;

b) y = :UQ,.
c) y=a3;
d) y=sinx;

e) y=e”.
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Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

(¢) =0, ceR
(z%) =az® 1, >0 a€R
(sinz) = cosx

(cosz) = —sinx

tgx) = ,  COS 0

(tgz)' = 5~ x 7

(ctgz) = —5—, sinz#0
sin? x



7. (arcsinz)’ =

1— 22
p —1
8. (arccosz)’ =
1— 22
9. (arctgz) = L
. gx T+ 22

10. (arcctgz)’ =

14 22’

—1<xz<1l, —5 <arcsinz <
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, —1<x<1 O0OLarccose <

—5 < arctgx < §

O<arcctgr <
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_ (em)lzex
. (a*) = a%Inz,

C(njz) =1,

€T
. (logg |z]) =

x7#=0
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a>0

a>0,a#1, x#+0



W szpitalu psychiatrycznym wybucha zamieszanie. Wszyscy pa-
cjenci gdzies uciekajqa, tylko jeden chory siedzi spokojnie na tawce.
Podbiega do niego kolega i krzyczy:

- Uciekaj! Przyjechali lekarze i wszystkich rozniczkuja!

Na co ten spokojnie odpowiada:

- Nie boje sie. Jestem e®.

8-1



Twierdzenie 1. (o pochodnej sumy, rdznicy, iloczynu i ilorazu)
Jezeli funkcje f i g majg pochodne w punkcie x, to
1. (¢ f(z)) =c- fl(x), gdzie c € R;
2. (f(x) £g(@) = f(x) £ ¢ (),
3. (f ((a:))- g(az))’ (=)f’((w))g(a:)(43 f Ewgg’(:c);
f(x f(x)g(x) — f(x)g (= .
4. <g(:1:)> = [g(:I:)]Q , 0 ile g(x) # 0.




Cwiczenie 2. Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

2) f(a) =%+ 423 — 627 — ° +/;
b) g(z) = x2 In:c

c) h(x) =
d) s(z) =

Sinx
2—1

241

10



Twierdzenie 2. (o pochodnej funkcji ztozonej)
Jezeli

1. funkcja f ma pochodnag w punkcie «x,

2. funkcja ¢ ma pochodna w punkcie f(x),
to

[9(f(@)] = g'(f(2)) - f'(2).
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Cwiczenie 3. Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:
a) f(z) = cos3z;

b) g(z) = (322 + 2z — 10)%;

C) h(a:) — eSinQa:’.

d) s(z) =

cos34/x3 — 1

Cwiczenie 4. Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) f(=) =%
b) g(z) = zsin*.
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Cwiczenie 5. Ropa z uszkodzonego tankowca wycieka ze stata
predkoscig V = 10% I tworzy plame kotowg o grubosci d =
2mm. ObliczyC, z jakg predkoscig bedzie powiekszata sie Srednica
plamy ropy w chwili, gdy bedzie miata Srednice D — 1000m.

Cwiczenie 6. Do czaszy w ksztatcie potkuli o promieniu R =
20cm wlewa sie jednostajnie woda z predkoscia V. = 100%@:.
Obliczy¢ predkosC, z jakg bedzie podnosit sie poziom wody h

W czaszy na poczatku i pod koniec napetniania. (Przypomnijmy,

ze objetos¢ odcinka kuli wyraza sie wzorem: V = %wh2(3R —h))
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Twierdzenie 3. (rownanie stycznej do wykresu funkcji)
Rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xq, f(x0))
jest postaci:

y — f(zg) = f'(z0)(z — z0).
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Cwiczenie 7. Napisa¢ rownania stycznych do wykresow poda-
nych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z) =e€" (0,1),
b) g(x) =sinz, (mw,0).

Cwiczenie 8. Dane sg punkty A = (2,—1) oraz B = (4,3). Na
wykresie funkcji y = r241 znalez¢ punkt C taki, aby pole trojkata
ABC byto najmniejsze.

1

rz+1
znalez¢ punkt majacy wtasnosc, ze odcinek stycznej poprowadzo-

nej w tym punkcie tworzy z osiami uktadu wspotrzednych trojkat
o polu § = 2.

Cwiczenie 9. Na krzywej bedacej wykresem funkcji v =
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Definicja 6. (rozniczka funkcji)
Rozniczkag funkcji f w punkcie xg nazywamy funkcje df zmiennej
Axr = x — xg okreSlong wzorem:

df (Az) = f'(zg) Ax.

Rysunek 2. Rozniczka funkcji.
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Twierdzenie 4. (zastosowanie rdézniczki do obliczen przyblizo-
nych)
Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie xqg, to

flxo + Ax) = f(xo) + f'(x0) Lz
Przy czym btad, jaki popetniamy zastepujac przyrost funkcji f

Af = f(zo+ Azx) — f(zo)

jej rézniczka df = f'(xg)l\x, dazy szybciej do zera niz przyrost
zmiennej x, tzn.
ANf—d
lim / f =

0.
Ax—0 Ax
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Cwiczenie 10. Obliczy¢ przyblizone wartosci funkcji:

a) v/15.96

b) arctan 1.05
C) 6—0.001

d) In1.004.

Cwiczenie 11. Szescienna kostka lodu ma objetosS¢ V = 8cm?3.
Obliczy¢ w przyblizeniu, o ile zmniejszyta sie krawedz kostki,
jezeli stopito sie 0.3cm3 lodu.

Cwiczenie 12. Kota ma Srednice rowng 2m. Obliczy¢ w przybli-

zeniu, jak zmieni sie pole kota, jezeli jego Srednica wzrosnie
O 3cm.
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Twierdzenie 5. (zastosowanie rdzniczki funkcji do szacowania
btedu pomiaru)

Niech wielkosci fizyczne x iy bedg zwigzane zaleznoscig y = f(x).
Zatozmy, ze istnieje pochodna f'(xg), gdzie xg jest wynikiem po-
miaru wielkosci x. Ponadto niech A, oznacza btgd bezwzgledny
pomiaru wielkosci x. Wtedy btgd bezwzgledny A, obliczanej
wielkosSci y wyraza sie wzorem przyblizonym:

Ay = ‘f’(mo)‘ Ay
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Cwiczenie 13. KrawedZz szescianu, zmierzona z doktadnoscig
+1mm, ma dtugos¢ 65mm. Z jakg doktadnoscig mozna obliczyC
pole powierzchni tego szescianu?

Cwiczenie 14. Czas w biegu na 100m mierzy sie z doktadnoscig
0.01sek. Zawodnik uzyskat czas 10.00sek. Z jaka doktadnoscia
mozna obliczy¢ Srednig predkos¢ tego zawodnika?
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Definicja 7. (pochodne wyzszych rzedow)
Druga pochodng funkcji y = f(x) nazywamy pochodng pierwsze;
pochodnej,tzn.

(@) = ('),

podobnie trzecig pochodng funkcji y = f(x) nazywamy pochodng
drugiej pochodnej, itd.

f"(z) = (§"(=))’
f® (@) = ("))

F™ @) = (£ V(@)
Pochodne wyzszych rzeddw funkcji y = f(x) oznaczamy rowniez

d°f(z) .. d3f(z) ...

symbolami: Y, , Y, itd.
Y dx? J dx3
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Cwiczenie 15. Obliczy¢ pochodne f', f", f'"! podanych funkcji:
a) f(z) =e*;

b) g(x) =xInx;

¢) h(z) = sin3z.
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