
Rozwi¡zywanie równa« nieliniowych

Wykªad 1

• Metoda bisekcji

• Metoda Newtona

• Metoda siecznych



Wprowadzenie.

Podstawowym zagadnieniem znanym z algebry jest znajdowanie

pierwiastków równania

f(x) = 0,

tzn. takiego argumentu, który daje warto±¢ zero (speªnia równa-

nie). Mówi¡c bardziej dokªadnie, je»eli funkcja jest zde�niowana

jako

y = f(x),

szukamy takiego argumentu α, »e

f(α) = 0.

Argument α b¦dziemy nazywywa¢ miejscem zerowym funkcji f

lub pierwiastkiem (rozwi¡zaniem) równania f(x) = 0.
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Twierdzenie 1. (Wªasno±¢ Darboux funkcji ci¡gªych)

Funkcja ci¡gªa f w przedziale [a, b] przyjmuje w nim wszystkie

warto±ci zawarte mi¦dzy f(a) i f(b).
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Metoda bisekcji (poªowienia przedziaªu)

Niech y = f(x) b¦dzie dan¡ funkcj¡. Przypu±¢my, »e mo»emy

stwierdzi¢ nast¦puj¡cy fakt

f(a)f(b) < 0.

Oznacza to, »e f jest ujemne w jednym punkcie (a lub b) i dodat-

nie w drugim. Je»eli ponadto f jest funkcj¡ ci¡gª¡, wówczas na

podstawie wªasno±ci Dorboux wiemy, »e istnieje taki argument

pomi¦dzy a i b (oznaczmy go α) dla którego f przyjmuje war-

to±¢ zero. Innymi sªowy istnieje pierwiastek α ∈ [a, b] dla którego

mamy

f(α) = 0.

(Uwaga: W przedziale [a, b] mo»e by¢ wi¦cej ni» jeden pierwia-

stek.)
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U»yjmy teraz powy»szego pomysªu do znalezienia pierwiastka α.

Niech c b¦dzie ±rodkiem przedziaªu [a, b], tzn.

c =
1

2
(a+ b).

Przyjrzyjmy si¦ iloczynowi f(a)f(c).
Mamy trzy mo»liwo±ci:

1. f(a)f(c) < 0. Oznacza to, »e ten pierwiastek (by¢ mo»e

wi¦cej ni» jeden) znajduje si¦ pomi¦dzy a i c, tzn. α ∈ [a, c];

2. f(a)f(c) = 0. Wiemy ju», »e f(a) 6= 0, zatem musi by¢

f(c) = 0. Oznacza to, »e znale¹li±my pierwiastek, mianowicie

α = c.

3. f(a)f(c) > 0. Oznacza to, »e pierwiastek musi le»e¢

w drugiej poªowie przedziaªu, tzn. α ∈ [c, b].
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Je»eli zachodzi przypadek 1 lub 3 mamy wówczas pierwiastek

zlokalizowany w przedziaªach [a, c] lub [c, b], które s¡ o poªow¦

krótsze od wyj±ciowego przedziaªu [a, b].

Je»eli powtórzymy ten proces ponownie otrzymamy krótszy o

poªow¦ przedziaª lokalizuj¡cy pierwiastek.

Kontynuuj¡c to post¦powanie mo»emy zlokalizowa¢ pierwiastek

z dowoln¡, wybran¡ z góry dokªadno±ci¡, tzn. otrzyma¢ przedziaª

lokalizuj¡cy dowolnie maªej dªugo±ci.
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Kryterium stopu (zako«czenia oblicze«)

Je»eli zachodzi przypadek 2, to pierwiastek jest znaleziony.

W praktyce ten przypadek ma rzadko miejsce. W zwi¡zku z tym

nie prowadzimy oblicze«, a» do otrzymania

f(c) = 0,

ale dopuszczamy pewn¡ tolerancj¦, np. ko«czymy obliczenia,

gdy mamy

|f(c)| < 10−8.

Innym kryterium zako«czenia oblicze« mo»e by¢ dostatecznie

maªa dªugo±¢ przedziaªu lokalizacyjnego lub osi¡gni¦cie maksy-

malnej dopuszczonej liczby powtórze«.
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�wiczenie 1.Wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji f(x) = 2 − ex

zaczynaj¡c poszukiwania od przedziaªu [0,1], z dokªadno±ci¡ do

10−4.
�wiczenie 2.Wyznaczy¢ pierwiastek równania ex = sinx najbli»-

szy 0 z dokªadno±ci¡ do 10−4.
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Zbie»no±¢ i bª¡d metody bisekcji

Twierdzenie 2. Niech [a0, b0] = [a, b] b¦dzie pocz¡tkowym prze-

dziaªem z f(a)f(b) < 0 i niech przedziaªy [a1, b1], [a2, b2], . . . b¦d¡
utworzone metod¡ bisekcji. Zde�niujmy przybli»ony pierwiastek

jako

xn = cn =
an−1 + bn−1

2
.

Wtedy istnieje dokªadny pierwiastek α ∈ [a, b] funkcji f taki, »e

|α− xn| 6
(
1

2

)n
(b− a).

Ponadto, aby osi¡gn¡¢ dokªadno±¢

|α− xn| 6 ε,

wystarczy wzi¡¢

n >
log(b− a)− log ε

log 2
.
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�wiczenie 3.Niech metoda bisekcji startuje od przedziaªu [50,63].

Ile co najwy»ej kroków trzeba wykona¢, aby otrzyma¢ pierwiastek

z dokªadno±ci¡ 10−12.
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Metoda Newtona (metoda stycznych)

Klasyczna metoda znajdowania pierwiastków funkcji. Historycz-

nie po raz pierwszy u»yta przez Izaaca Newtona w 1669 roku,

cho¢ sama idea byªa znana ju» wcze±niej Josephowi Raphsonowi

(dlatego metoda bywa nazywana metod¡ Newtona-Raphsona).

Staro»ytni Babilo«czycy znali algorytm przybli»ania pierwiastków

kwadratowych z liczby dodatniej, co do istoty oparty na tym ro-

zumowaniu.

Metoda Newtona z de�nicji zaczyna od przyj¦cia (wytypowania)

pierwszego przybli»enia x0 pierwiastka α funkcji f i polega na

rekurencyjnym stosowaniu wzoru

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
dla n > 0.
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Kryterium stopu

Do pomiaru zbie»no±ci metody mo»emy u»y¢ wielko±ci |xn − xn−1|.
Zazwyczaj ko«czymy iterowanie, kiedy ta wielko±¢ jest odpowied-

nio maªa, np.

|xn − xn−1| 6 10−12.

W praktyce mo»e si¦ zdarzy¢, »e mamy |xn − xn−1| maªe, a jed-

nocze±nie xn jest niezbyt bliskie α. Mo»e to mie¢ miejsce, gdy

f ′(xn) jest bardzo du»e w porównaniu z f(xn). Z tego powodu

cz¦sto dodaje si¦ skªadnik zapewniaj¡cy, »e sama warto±¢ funck-

cji jest równie» maªa, tzn. ko«czymy obliczenia kiedy

|f(xn)|+ |xn − xn−1| 6 10−12.

Innym kryterium mo»e by¢ osi¡gni¦cie maksymalnej dopuszczo-

nej liczby iteracji.

11



�wiczenie 4. Zastosowa¢ metod¦ Newtona do znalezienia

pierwiastka funkcji f(x) = 2−ex z dokªadno±ci¡ do 10−8. Przyj¡¢
pierwsze przybli»enie x0 = 0.

�wiczenie 5. Stosuj¡c metod¦ Newtona znale¹¢ ujemny pierwia-

stek funkcji g(x) = ex − 1.5− arctanx z dokªadno±ci¡ do 10−12.
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Zbie»no±¢ i bª¡d metody Newtona

Twierdzenie 3.Niech α b¦dzie pojedynczym miejscem zerowym

funkcji f i niech jej druga pochodna f ′′ b¦dzie ci¡gªa. Wtedy

istnieje takie otoczenie punktu α i taka staªa C, »e jesli metoda

Newtona startuje z tego otoczenia, to jej kolejne punkty sa coraz

bli»sze α i takie, »e ∣∣∣xn+1 − α
∣∣∣ 6 ∣∣∣C(xn − α)2

∣∣∣
dla n > 0.

W pewnych przypadkach metoda Newtona jest zbie»na dla do-

wolnego punktu pocz¡tkowego.

Twierdzenie 4. Je»eli f ∈ C2(R) jest rosn¡ca, wypukªa i ma

miejsce zerowe, to jest ono jedyne, a metoda Newtona daje ci¡g

do niego zbie»ny dla dowolnego punktu pocz¡tkowego.
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�wiczenie 6.Obliczy¢
√
26. Porówna¢ ze wzorem Herona:

xn+1 =
1

2

(
xn+

R

xn

)
.
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Metoda siecznych

Wad¡ metody Newtona jest to, »e wymaga ona wzoru na po-

chodn¡ funkcji f . W praktyce zdarzaj¡ si¦ sytuacje w których ob-

liczenie pochodnej mo»e by¢ trudne albo nieopªacalne. Jednym

ze sposobów poradzenia sobie z tym problemem jest zast¡pienie

pochodnej we wzorze Newtona jej przybli»eniem, mianowicie

f ′(x) ≈
f(x+ h)− f(x)

h
.

Ta równo±¢ przybli»ona, która wynika wprost z de�nicji pochod-

nej, prowadzi do metody siecznych danej wzorem rekurencyjnym

xn+1 = xn − f(xn)
[

xn − xn−1
f(xn)− f(xn−1)

]
dla n > 1.
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Zbie»no±¢ i bª¡d metody siecznych

Twierdzenie 5.Niech f b¦dzie podwójnie ró»niczkowalna w spo-

sób ci¡gªy w pewnym otoczeniu pierwiastka α, ponadto zaªó»my,

»e f ′(x) 6= 0 dla wszystkich x z tego otoczenia. Wtedy dla x0
i x1 dostatecznie bliskich α metoda siecznych daje ci¡g zbie»ny

do α taki, »e

lim
n→∞

α− xn+1

α− xn
= 0

oraz

lim
n→∞

α− xn+1

(α− xn)p
=

(
1

2

f ′′(α)

f ′(α)

)p−1

dla p = 1+
√
5

2 ≈ 1.618 . . . .
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Zauwa»my, »e p = 1+
√
5

2 ≈ 1.62 < 2 co oznacza, »e metoda

siecznych jest wolniej zbie»na od metody Newtona, ale szybciej

od metody bisekcji. Zalet¡ metody siecznych jest to, »e ka»dy

krok tej metody wymaga obliczenia tylko jednej warto±ci funkcji,

tzn. f(xn). W metodzie Newtona trzeba obliczy¢ dwie takie

warto±ci w ka»dym kroku, mianowicie f(xn) i f ′(xn).

W metodzie siecznych mo»emy zastosowa¢ te same kryteria za-

ko«czenia oblicze« jak w metodzie Newtona.
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�wiczenie 7.Zastosowa¢ metod¦ siecznych do znalezienia miej-

sca zerowego funkcji f(x) = 2 − ex dla punktów pocz¡tkowych

x0 = 0 i x1 = 1.

�wiczenie 8. Znalez¢ metod¡ siecznej najbli»szy zera i dodatni

pierwiastek równania tanx− 30x = 0 z dokªadno±ci¡ do 10−12.

18


