
Programowanie liniowe

Algorytm sympleks III

• Otrzymywanie postaci kanonicznej

• Tworzenie macierzy jednostkowej

• Technika podproblemów

• Zastosowanie obrotów do tworzenia podproblemu



OTRZYMYWANIE POSTACI KANONICZNEJ

Z POSTACI STANDARDOWEJ

Wcze±niej pokazali±my, »e pewnych sytuacjach (posta¢ sprzeczna)

tablicy sympleksowej nie mo»na przeksztaªci¢ z postaci standar-

dowej do postaci kanonicznej. Teraz poka»emy jak to zrobi¢

wtedy, gdy jest to mo»liwe.

Proces przeksztaªcania programu liniowego z postaci standardo-

wej do postaci kanonicznej (ewentualnie stwierdzenia, »e pro-

gram jest sprzeczny) jest cz¦sto nazywany pierwsz¡ faz¡ algo-

rytmu sympleks.

Drug¡ faz¡ algorytmu sympleks nazywa si¦ zwykle proces otrzy-

mywania postaci optymalnej (lub postaci nieograniczonej) za

pomoc¡ serii obrotów tablicy sympleksowej, zgodnych z zasad¡

sympleks.
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TWORZENIE MACIERZY JEDNOSTKOWEJ

Na pocz¡tku postaramy si¦ (za pomoc¡ serii obrotów) prze-

ksztaªci¢ tablic¦ sympleksow¡ tak, aby macierz ogranicze« zawie-

raªa kolumny jednostkowe tworz¡ce macierz jednostkow¡, a wspóª-

czynniki funkcji celu w tych kolumnach byªy równe zero.

Po ka»dym obrocie zmienne decyzyjne pozostaj¡ nieujemne, na-

tomiast nie b¦dziemy (na razie!) d¡»y¢ do tego, aby wyrazy

wolne byªy nieujemne.
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Rozwa»my nast¦puj¡c¡ tablic¦:

0 1 1 0 0 -2

1 1 0 -1 2 -2
4 -1 -1 2 -1 1
5 0 -1 1 1 -1

Po obrocie wokóª zaznaczonego elementu kolumna x1 staje si¦

pierwsz¡ kolumn¡ jednostkow¡ oraz c1 = 0:

-1 0 1 1 -2 0

1 1 0 -1 2 -2
5 0 -1 1 1 -1
5 0 -1 1 1 -1
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Uwaga 1.Obroty, które wykonujemy w tej fazie, nie s¡ zgodne

z zasad¡ sympleks! Jako o± kolejnego obrotu przyjmujemy pierw-

szy od lewej, niezerowy element w kolejnym wierszu. Element

ten mo»e by¢ ujemny.

Po kolejnym obrocie wokóª zaznaczonego elementu kolumna x2
staje si¦ drug¡ kolumn¡ jednostkow¡ oraz c2 = 0:

4 0 0 2 -1 -1

1 1 0 -1 2 -2
-5 0 1 -1 -1 1
0 0 0 0 0 0

Wiersz zªo»ony z samych zer, który pojawiª si¦ w ostatniej tablicy

±wiadczy o tym, »e ostatni warunek ograniczaj¡cy (ostatnie rów-

nanie) jest zb¦dny, bo jest zawsze speªniony (ka»de rozwi¡zanie

speªniaj¡ce pozostaªe warunki b¦dzie te» speªnia¢ ten).
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Zatem ten ostatni warunek mo»e by¢ wyeliminowany, co skutkuje

tablic¡ w równowa»nej postaci:

4 0 0 2 -1 -1

1 1 0 -1 2 -2
-5 0 1 -1 -1 1

Jest to posta¢ jak¡ chcieli±my otrzyma¢, poniewa» mamy ma-

cierz jednostkow¡ z zerowymi wagami funkcji celu dla kolumn

jednostkowych. Nie jest to jeszcze posta¢ kanoniczna, poniewa»

nie wszystkie wyrazy wolne sa nieujemne.

Uwaga 2. Powy»szy algorytm mo»e by¢ powtórzony w ka»dym

innym przypadku (za wyj¡tkiem przypadku sprzecznego) daj¡c

w efekcie tablic¦ sympleksow¡ w postaci �prawie kanonicznej�,

tzn. z ewentualnymi ujemnymi wyrazami wolnymi.
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Uwaga 3.Proces otrzymywania macierzy jednostkowej jest nazy-

wany faz¡ zerow¡ algorytmu sympleks.



TECHNIKA PODPROBLEMÓW

(Uzyskiwanie nieujemnych wyrazów wolnych)

W wyniku dziaªania fazy �0� algorytmu sympleks mo»e si¦ zda-

rzy¢, »e otrzymamy tablic¦ w postaci kanonicznej - je»eli wszyst-

kie wyrazy wolne otrzymanej tablicy s¡ nieujemne.

Mo»e si¦ te» zdarzy¢, »e otrzymamy tablic¦ sprzeczn¡ I lub II

rodzaju.

Albo otrzymamy tablic¦ w postaci �prawie kanonicznej�, je»eli

niektóre wyrazy wolne s¡ ujemne. Poka»emy jak post¦powa¢,

gdy zajdzie ostatni przypadek.
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Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad:

T1 =

81 0 0 0 2 14 -42 13 0 -12

-55 0 0 0 0 -5 25 -6 1 5
-4 1 0 0 -1 0 10 0 0 1
2 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0
1 0 0 1 -1 2 -11 2 0 -1

Widzimy, »e ta tablica nie jest w postaci kanonicznej, poniewa»

wyrazy wolne b1 i b2 s¡ ujemne.

Mo»emy teraz wykona¢ obrót tej tablicy, co z pewno±ci¡ nie po-

gorszy sytuacji - tablica w dalszym ci¡gu b¦dzie zawiera¢ macierz

jednostkow¡ z odpowiadaj¡cymi jej zerowymi wspóªczynnikami

funkcji celu. Ponadto je»eli dobrze wybierzemy o± obrotu - mo-

»emy zwi¦kszy¢ warto±¢ ujemnych wyrazów wolnych (np. b2).
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Wªa±ciwy wybór osi obrotu podpowiada metoda nazywana tech-

nik¡ podproblemów.

Tworzenie podproblemu

1. Niech ograniczeniami w podproblemie b¦d¡ te ograniczenia

oryginalnej tablicy, które maj¡ nieujemne wyrazy wolne.

2. Niech funkcj¡ celu podproblemu b¦dzie to ograniczenie ory-

ginalnej tablicy, które ma ujemny wyraz wolny.
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Zaªó»my, »e w naszym przykªadzie chcemy wykona¢ obrót tablicy

T1 zwi¦kszaj¡cy warto±¢ wyrazu wolnego b2 (tutaj równie dobrze

mogliby±my wybra¢ wyraz b1, poniewa» on te» jest ujemny).

Przyjmujemy wiersz zawieraj¡cy b2 (drugi wiersz macierzy ogra-

nicze«) jaki wiersz funkcji celu podproblemu, natomiast wiersze

trzeci i czwarty jako ograniczenia podproblemu.
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Wydzielamy podproblem z oryginalnej tablicy:

T1 =

81 0 0 0 2 14 -42 13 0 -12

-55 0 0 0 0 -5 25 -6 1 5

-4 1 0 0 -1 0 10 0 0 1

2 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0
1 0 0 1 -1 2 -11 2 0 -1

Dzi¦ki swojej konstrukcji jest to program w postaci kanonicz-

nej. Mo»na zatem, za pomoc¡ serii obrotów, doprowadzi¢ go do

postaci optymalnej lub nieograniczonej.

Osie obrotów wyznaczamy stosuj¡c zasad¦ sympleks do podpro-

blemu, ale obrót wykonujemy dla caªej tablicy.
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T1 =

81 0 0 0 2 14 -42 13 0 -12

-55 0 0 0 0 -5 25 -6 1 5

-4 1 0 0 -1 0 10 0 0 1

2 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0
1 0 0 1 -1 2 -11 2 0 -1

T2 =

77 0 -2 0 0 16 -44 15 0 -12

-55 0 0 0 0 -5 25 -6 1 5

-2 1 1 0 0 -1 11 -1 0 1

2 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0
3 0 1 1 0 1 -10 1 0 -1

T3 =

29 0 -18 -16 0 0 116 -1 0 4

-40 0 5 5 0 0 -25 -1 1 0

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0

5 0 2 1 1 0 -9 0 0 -1
3 0 1 1 0 1 -10 1 0 -1
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W tym przypadku optymalizacja podproblemu doprowadziªa do

uzyskania dodatniej warto±ci wyrazu b2.

Gdyby okazaªo si¦, »e optymalizacja podproblemu daje b2 < 0, to

oznaczaªoby to, »e oryginalny problem jest sprzeczny - sprzecz-

no±¢ drugiego rodzaju.
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W uzyskanej tablicy jeszcze wyraz b1 pozostaª ujemny. Two-

rzymy nowy podproblem:

T3 =

29 0 -18 -16 0 0 116 -1 0 4

-40 0 5 5 0 0 -25 -1 1 0

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
5 0 2 1 1 0 -9 0 0 -1
3 0 1 1 0 1 -10 1 0 -1

i powtarzamy powy»sze rozumowanie.
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T3 =

29 0 -18 -16 0 0 116 -1 0 4

-40 0 5 5 0 0 -25 -1 1 0

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
5 0 2 1 1 0 -9 0 0 -1
3 0 1 1 0 1 -10 1 0 -1

T4 =

-87 -116 -250 -132 0 0 0 -1 0 4

-15 25 55 30 0 0 0 -1 1 0

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
14 9 20 10 1 0 0 0 0 -1
13 10 21 11 0 1 0 1 0 -1

T5 =

-74 -106 -229 -121 0 1 0 0 0 3

-2 35 76 41 0 1 0 0 1 -1

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
14 9 20 10 1 0 0 0 0 -1
13 10 21 11 0 1 0 1 0 -1
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Po dwóch obrotach tablica T5 podproblemu jest w postaci nie-
ograniczonej, a wyraz wolny b1 jest nadal ujemny. Teraz jednak
warto±¢ funkcji celu dla podproblemu mo»emy zmiejsza¢ nieogra-
niczenie (!) - a tym samym zwi¦ksza¢ warto±¢ b1. W tym celu
wykonujemy obrót wokóª podkre±lonego elementu.

T5 =

-74 -106 -229 -121 0 1 0 0 0 3

-2 35 76 41 0 1 0 0 1 -1

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
14 9 20 10 1 0 0 0 0 -1
13 10 21 11 0 1 0 1 0 -1

T6 =

-80 -1 -1 2 0 4 0 0 3 0

2 -35 -76 -41 0 -1 0 0 -1 1

1 1 2 1 0 0 1 0 0 0
16 -26 -56 -31 1 -1 0 0 -1 0
15 -25 -55 -30 0 0 0 1 -1 0
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Zauwa»my, »e w ostatniej tablicy podproblem nie jest w postaci

optymalnej, jednak nie musimy si¦ nim dalej zajmowa¢! Cel zo-

staª osi¡gni¦ty - wyraz wolny b1 jest wi¦kszy od zera, a caªa

tablica jest w postaci kanonicznej:

-80 -1 -1 2 0 4 0 0 3 0

2 -35 -76 -41 0 -1 0 0 -1 1
1 1 2 1 0 0 1 0 0 0

16 -26 -56 -31 1 -1 0 0 -1 0
15 -25 -55 -30 0 0 0 1 -1 0

Kolejny obrót oryginalnego problemu, wokóª zaznaczonego ele-

mentu prowadzi do postaci optymalnej i rozwi¡zania.
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Tablica optymalna jest postaci:

-79 0 1 3 0 4 1 0 3 0

37 0 -1 -6 0 -1 35 0 -1 1
1 1 2 1 0 0 1 0 0 0

42 0 -4 -5 1 -1 26 0 -1 0
40 0 -5 -5 0 0 25 1 -1 0

Wektorem optymalnym jest:

x̂ = [1,0,0,42,0,0,40,0,37]T

z warto±ci¡ optymaln¡:

z(x̂) = 79.
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ZASTOSOWANIE OBROTÓW DO TWORZENIA

PODPROBLEMU

Pokazali±my jak, wykorzystuj¡c technik¦ podproblemów, wyj-

±ciow¡ tablic¦, otrzyman¡ w fazie �0�, przeksztaªci¢ do postaci

kanonicznej lub stwierdzi¢, »e rozwa»any problem jest sprzeczny.

Pozostaje jeszcze jedno pytanie: �Co zrobi¢, gdy wszystkie wy-

razy wolne tej tablicy s¡ mniejsze od zera i nie mo»na utworzy¢

»adnego podproblemu?�

Prosta odpowied¹: zmieni¢ znaki w jednym wierszu - nie jest

dobra, poniewa» �psuje si¦� wtedy macierz jednostkowa!
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Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad:

75 0 0 5 -1 2 0

-10 1 0 -1 0 0 0
-5 0 1 -1 2 -2 0

-15 0 0 -1 1 -1 1

Aby problem nie byª sprzeczny, w ka»dym wierszu, oprócz ujem-

nego wyrazu wolnego, musi by¢ co najmniej jeden element ujemny!

Dokonuj¡c obrotu wokóª takiego elementu otrzymamy tablic¦

z co najmniej jednym wyrazem wolnym dodatnim i mo»na b¦dzie

rozpocz¡¢ tworzenie podproblemów.
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T1 =

75 0 0 5 -1 2 0

-10 1 0 -1 0 0 0
-5 0 1 -1 2 -2 0

-15 0 0 -1 1 -1 1

T2 =

25 5 0 0 -1 2 0

10 -1 0 1 0 0 0
5 -1 1 0 2 -2 0
-5 -1 0 0 1 -1 1

Po wykonaniu obrotu widzimy, »e b1 i b2 s¡ nieujemne, wi¦c mo-

»emy utworzy¢ podproblem u»ywaj¡c wiersza pierwszego i dru-

giego jako ogranicze«, a wiersza trzeciego jako funkcji celu.
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Mamy

T2 =

25 5 0 0 -1 2 0

10 -1 0 1 0 0 0
5 -1 1 0 2 -2 0

-5 -1 0 0 1 -1 1

Otrzymany podproblem jest w postaci nieograniczonej, wi¦c do-

konuj¡c obrotu wokóª zaznaczonego elementu, dostajemy caª¡

tablic¦ w postaci kanonicznej:

T3 =

0 0 0 0 4 -3 5

15 0 0 1 -1 1 -1
10 0 1 0 1 -1 -1
5 1 0 0 -1 1 -1
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Po jeszcze jednym obrocie, zgodnie z zasad¡ sympleks, wokóª

zaznaczonego elementu, otrzymujemy tablic¦ w postaci opty-

malnej:

15 3 0 0 1 0 2

10 -1 0 1 0 0 0
15 1 1 0 0 0 -2
5 1 0 0 -1 1 -1

Wektorem optymalnym jest:

x̂ = [0,15,10,0,5,0]T

z warto±ci¡ optymaln¡:

z(x̂) = −15.
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Uwaga 4. Procedur¦ optymalizacji podproblemu mo»na zawsze

przerwa¢ (po kolejnym obrotcie) w momencie, gdy pojawi si¦

dodatkowy wyraz wolny wi¦kszy od zera i zacz¡¢ tworzy¢ nowy

podproblem (je±li to konieczne).

Poni»szy diagram przedstawia peªn¡ procedur¦ zastosowania al-

gorytmu sympleks do dowolnego programu liniowego.
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Faza 2

6
?

Faza 1

6 Dowolny program liniowy

Posta¢ standardowa

Posta¢

kanoniczna

Sprzeczno±¢

I-go rodzaju

Ax = b

nie ma rozwi¡za«

(stop)

Sprzeczno±¢

II-go rodzaju

Ax = b; x > 0

nie ma rozwi¡za«

(stop)

Posta¢ optymalna

Dopuszczalne rozwi¡zanie bazowe

zwi¡zane z dan¡ tablic¡

jest rozwi¡zaniem optymalnym

(stop)

Posta¢ nieograniczona

Program ma rozwi¡zanie dopuszczalne

(jest niesprzeczny),

ale nie ma rozwi¡zania optymalnego

(stop)

?

?
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