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‘Tworzenie macierzy jednostkowe]j
Technika podproblemow

Zastosowanie obrotdw do tworzenia podproblemu



OTRZYMYWANIE POSTACI KANONICZNEJ
Z POSTACI STANDARDOWEJ

WczesSniej pokazaliSmy, ze pewnych sytuacjach (postac sprzeczna)
tablicy sympleksowej nie mozna przeksztatci€C z postaci standar-
dowej do postaci kanonicznej. Teraz pokazemy jak to zrobiC
wtedy, gdy jest to mozliwe.

Proces przeksztatcania programu liniowego z postaci standardo-
wej do postaci kanonicznej (ewentualnie stwierdzenia, ze pro-

gram jest sprzeczny) jest czesto nazywany pierwszg fazg algo-
rytmu sympleks.

Drugg fazg algorytmu sympleks nazywa sie zwykle proces otrzy-
mywania postaci optymalnej (lub postaci nieograniczonej) za
pomoca serii obrotdw tablicy sympleksowej, zgodnych z zasada
sympleks.



TWORZENIE MACIERZY JEDNOSTKOWEJ

Na poczatku postaramy sie (za pomoca serii obrotdéw) prze-
ksztatciC tablice sympleksowg tak, aby macierz ograniczen zawie-
rata kolumny jednostkowe tworzgce macierz jednostkowga, a wspo+t-
czynniki funkcji celu w tych kolumnach byty rowne zero.

Po kazdym obrocie zmienne decyzyjne pozostajg nieujemne, na-
tomiast nie bedziemy (na razie!) dazy¢ do tego, aby wyrazy
wolne byty nieujemne.



Rozwazmy nastepujaca tablice:

o, 1 1 0 0 -2
171 0 -1 2 -2
41-1 -1 2 -1 1
5/ 0 -1 1 1 -1

Po obrocie wokdt zaznaczonego elementu kolumna xq1 staje sie
pierwszg kolumng jednostkowg oraz c¢1 = O:

-1{0 1 1 -2 O
1/1 O -1 2 -2
5/0 -1 1 1 -1
5/0 -1 1 1 -1




Uwaga 1. Obroty, ktore wykonujemy w tej fazie, nie sg zgodne
z zasadag sympleks! Jako oS kolejnego obrotu przyjmujemy pierw-
szy od lewej, niezerowy element w kolejnym wierszu. Element
ten moze byC ujemny.

Po kolejnym obrocie wokdt zaznaczonego elementu kolumna x»
staje sie drugq kolumng jednostkowg oraz co, = O:

4,0 0 2 -1 -1
171 0 -1 2 -2
-5/0 1 -1 -1 1
oj0 0 0 O O

Wiersz ztozony z samych zer, ktory pojawit sie w ostatniej tablicy
Swiadczy o tym, ze ostatni warunek ograniczajacy (ostatnie row-
nanie) jest zbedny, bo jest zawsze spetniony (kazde rozwigzanie
spetniajgce pozostate warunki bedzie tez spetniac ten).



Zatem ten ostatni warunek moze by¢ wyeliminowany, co skutkuje
tablicg w rownowaznej postaci:

410 0 2 -1 -1
171 0 -1 2 -2
-5/0 1 -1 -1 1

Jest to postaC jakg chcieliSmy otrzymac, poniewaz mamy ma-
cierz jednostkowa z zerowymi wagami funkcji celu dla kolumn
jednostkowych. Nie jest to jeszcze postaC kanoniczna, poniewaz
nie wszystkie wyrazy wolne sa nieujemne.

Uwaga 2. Powyzszy algorytm moze byC powtdrzony w kazdym
innym przypadku (za wyjatkiem przypadku sprzecznego) dajac
w efekcie tablice sympleksowg w postaci ,,prawie kanonicznej’,
tzn. z ewentualnymi ujemnymi wyrazami wolnymi.



Uwaga 3. Proces otrzymywania macierzy jednostkowej jest nazy-
wany fazg zerowa algorytmu sympleks.



TECHNIKA PODPROBLEMOW
(Uzyskiwanie nieujemnych wyrazdéw wolnych)

W wyniku dziatania fazy ,,0" algorytmu sympleks moze sie zda-
rzyC, ze otrzymamy tablice w postaci kanonicznej - jezeli wszyst-
kie wyrazy wolne otrzymanej tablicy sg nieujemne.

Moze sie tez zdarzyC, ze otrzymamy tablice sprzeczng I lub II
rodzaju.

Albo otrzymamy tablice w postaci ,,prawie kanonicznej’, jezeli
niektdre wyrazy wolne sg ujemne. Pokazemy jak postepowacd,
gdy zajdzie ostatni przypadek.



Rozwazmy nastepujacy przyktad:

810 0 0 2 14 -42 13 0 -12
55/0 0 0 0 5 25 6 1 5
T, = 411 00 -1 0 10 0 0 1
2/0 1 0 1 -1 1 -1 0 O
1/l0 01 -1 2 -11 2 0 -1

Widzimy, ze ta tablica nie jest w postaci kanonicznej, poniewaz

wyrazy wolne by i b sg ujemne.

Mozemy teraz wykonaC obrot tej tablicy, co z pewnosScig nie po-
gorszy sytuacji - tablica w dalszym ciggu bedzie zawieraC macierz
jednostkowa z odpowiadajacymi jej zerowymi wspotczynnikami
funkcji celu. Ponadto jezeli dobrze wybierzemy oS obrotu - mo-
zemy zwiekszy€ wartosS€ ujemnych wyrazéw wolnych (np. b»o).

-



W+tasciwy wybor osi obrotu podpowiada metoda nazywana tech-
nika podproblemow.

Tworzenie podproblemu

1. Niech ograniczeniami w podproblemie beda te ograniczenia
oryginalnej tablicy, ktore maja nieujemne wyrazy wolne.

2. Niech funkcjg celu podproblemu bedzie to ograniczenie ory-
ginalnej tablicy, ktore ma ujemny wyraz wolny.



Zatdzmy, ze w naszym przyktadzie chcemy wykonaC obrot tablicy
T71 zwiekszajacy wartosS€ wyrazu wolnego b, (tutaj réwnie dobrze
moglibySmy wybra€ wyraz by, poniewaz on tez jest ujemny).

Przyjmujemy wiersz zawierajacy b, (drugi wiersz macierzy ogra-
niczen) jaki wiersz funkcji celu podproblemu, natomiast wiersze
trzeci i czwarty jako ograniczenia podproblemu.



Wydzielamy podproblem z oryginalnej tablicy:

310 O 0O 2 14 -42 13 0 -12

-5 0 0 0O O -5 25 -6 1 5

7 = -411 0 0 -1 O 10 O O 1
2/0 1 0 1 -1 1 -1 O O

10 01 -1 2 -11 2 O -1

Dzieki swojej konstrukcji jest to program w postaci kanonicz-
nej. Mozna zatem, za pomoca serii obrotdow, doprowadziC go do
postaci optymalnej lub nieograniczonej.

Osie obrotdw wyznaczamy stosujgc zasade sympleks do podpro-
blemu, ale obrot wykonujemy dla catej tablicy.
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W tym przypadku optymalizacja podproblemu doprowadzita do
uzyskania dodatniej wartosSci wyrazu bo.

Gdyby okazato sie, ze optymalizacja podproblemu daje by < O, to
oznaczatoby to, ze oryginalny problem jest sprzeczny - sprzecz-
nosSC drugiego rodzaju.
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W uzyskanej tablicy jeszcze wyraz by pozostat ujemny. Two-
rzymy nowy podproblem:

29|/ 0 -18 -16 O O 116 -1 O 4

-40 | O 5 5 0 0 -25 -1 1 O

I3 = 11 2 1 0 O 1 0 O O
5|0 2 1 1 O -9 0 0 -1

310 1 1 01 -10 1 0 -1

| powtarzamy powyzsze rozumowanie.

13



4

O
1

-1
-1

-16 0 O 116

-18

5 0 0 -25

5

1 0 1 -10 -1

1

29 | O

-40 | O

4001__1__
OO O O
(= O O -
| |
O|lo+H O O
O|lo oo -
O||loO0 +H O
N[O O
M || —
—

|
O|IILN O -
LO (| LO QVINQ\|
o
OO [~ O O
— [|(\ —
—

|
NI - <t M
00 ||+ —
| |

M| O =

I [ |
O|lwO O O
O|looo o -
Ol O O
(= O O -
O||lOo0 +H O
|l O -
AN || < —
—
|
O|IIONNO -
AN || M AN N
o
OO [~ O O
o|m —
—
|
<IN < O
N || ! —
|

To)

~

14



Po dwoch obrotach tablica Ty podproblemu jest w postaci nie-
ograniczonej, a wyraz wolny b1 jest nadal ujemny. Teraz jednak
wartoSC funkcji celu dla podproblemu mozemy zmiejszaC nieogra-
niczenie (1) - a tym samym zwieksza¢ wartos¢ b;. W tym celu
wykonujemy obrot wokot podkresSlonego elementu.

~74[-106 -229 -121 0 1 0 0 0 3
2] 3 76 41 0 1 0 0O 1 -1
Ty = 1 1 2 1 00100 O
14 9 20 10 1 0 0 0 O -1
13| 10 21 11 0 1 0 1 0 -1
80] -1 -1 2 0 4 00 30
2[-35 -76 -41 0 -1 0 0 -1 1
Ts = 1/ 1 2 10 010 00
16 |-26 -56 -31 1 -1 0 0 -1 O
15|-25 -55 -30 0 0 0 1 -1 O
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Zauwazmy, ze w ostatniej tablicy podproblem nie jest w postaci
optymalnej, jednak nie musimy sie nim dalej zajmowac! Cel zo-
stat osiggniety - wyraz wolny by jest wiekszy od zera, a cata
tablica jest w postaci kanonicznej:

-80| -1 -1 2 0 4 00 30
2|/-35 -76 41 0 -1 O O -1 1

1] 1 2 1 0 01 0 0 O
16 |-26 -56 -31 1 -1 0O O -1 O
15|-26 -5 -30 0 O O 1 -1 O

Kolejny obrot oryginalnego
mentu prowadzi do postaci

problemu, wokdt zaznaczonego ele-
optymalnej i rozwigzania.
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Tablica optymalna jest postaci:

-r990 1 3 0 4 1 0 3 O
37/0 -1 -6 0 -1 35 0 -1 1

141 2 1 0 O 1 0 0 O
4210 -4 -5 1 -1 26 0 -1 O
400 -5 -5 0 0 25 1 -1 O

Wektorem optymalnym jest:

# =[1,0,0,42,0,0,40,0,37]7

z wartoscig optymalna:

z(z) = 79.
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ZASTOSOWANIE OBROTOW DO TWORZENIA
PODPROBLEMU

PokazaliSmy jak, wykorzystujgc technike podproblemow, wyj-
Sciowqg tablice, otrzymang w fazie ,,0", przeksztatciC do postaci
kanonicznej lub stwierdziC, ze rozwazany problem jest sprzeczny.

Pozostaje jeszcze jedno pytanie: ,,Co zrobiC, gdy wszystkie wy-
razy wolne tej tablicy sg mniejsze od zera i nie mozna utworzycC
zadnego podproblemu?”

Prosta odpowiedz: zmieni¢ znaki w jednym wierszu - nie jest
dobra, poniewaz ,,psuje sie” wtedy macierz jednostkowa!
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Rozwazmy nastepujacy przyktad:

7510 O 5 -1 2 0
-101 0 -1 O O O
-5/0 1 -1 2 -2 0
-15/0 0 -1 1 -1 1

Aby problem nie byt sprzeczny, w kazdym wierszu, oprocz ujem-
nego wyrazu wolnego, musi byC co najmniej jeden element ujemny!

Dokonujgc obrotu wokot takiego elementu otrzymamy tablice
Z CO najmniej jednym wyrazem wolnym dodatnim i mozna bedzie
rozpoczaC tworzenie podproblemow.
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7510 O 5 -1 2 0

T, = -101 0 -1 O O O
-5/0 1 -1 2 -2 0

-15/0 0 -1 1 -1 1

251 5 0 0 -1 2 O

T, = 10/-1 0 1 O O O
5/-1 1 0 2 -2 0

-5/-1 0 0 1 -1 1

Po wykonaniu obrotu widzimy, ze by i bo S3 nieujemne, wiec mo-
zemy utworzyC podproblem uzywajac wiersza pierwszego i dru-
giego jako ograniczen, a wiersza trzeciego jako funkcji celu.
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Mamy

25 5 0 0 -1 2 0
7, — |10[-1 01 0 00
5/ -1 1 0 2 -2 0
5/ -1 00 1 -1 1

Otrzymany podproblem jest w postaci nieograniczonej, wiec do-
konujac obrotu wokdt zaznaczonego elementu, dostajemy cata
tablice w postaci kanonicznej:

0/0 0 0 4 -3 5
- 15/0 0 1 -1 1 -1
3 = 100 1 0 1 -1 -1
5/1 0 0 -1 1 -1
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Po jeszcze jednym obrocie, zgodnie z zasada sympleks, wokot
zaznaczonego elementu, otrzymujemy tablice w postaci opty-
malnej:

15/ 3 0 0 1 0 2
10/]-1 0 1 O O O
15| 1 1 0 O O -2

5(1 0 0 -1 1 -1

Wektorem optymalnym jest:

7z = [0,15,10,0,5,0]%

z wartoscig optymalna:

z(x) = —15.
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Uwaga 4. Procedure optymalizacji podproblemu mozna zawsze
przerwaC (po kolejnym obrotcie) w momencie, gdy pojawi sie
dodatkowy wyraz wolny wiekszy od zera i zaczaC tworzyC nowy
podproblem (jesSli to konieczne).

Ponizszy diagram przedstawia petng procedure zastosowania al-
gorytmu sympleks do dowolnego programu liniowego.
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Dowolny program liniowy

Postac standardowa

Faza 1
SprzecznosC
I-go rodzaju
Ax =0b
nie ma rozwigzan
(stop)
Faza 2

Postac

kanoniczna

Zawsze
wykonalne
| fatwe

Faza Q"'
| technika
podproblemow

(stop)

SprzecznosC
IT-go rodzaju
Ax = b, © >

nie ma rozwigzan

0

Obroty tablicy
zgodne z zasada
sympleks

PostaC optymalna

Dopuszczalne rozwigzanie bazowe
zZwigzane z dang tablica

jest rozwigzaniem optymalnym

(stop)

PostaC nieograniczona

Program ma rozwigzanie dopuszczalne

(jest niesprzeczny),

ale nie ma rozwigzania optymalnego

(stop)
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