Liczby zespolone

Wyktad nr 1

Podstawowe definicje i wtasnosci

Postal algebraiczna i sprzezenie

Modut i argument

PostaC trygonometryczna

Pierwiastkowanie liczb zespolonych



Bedziemy stosowaC nastepujgce oznaczenia zbiorow liczbowych:

N={1,2,3,...} - zbior liczb naturalnych,

Z = {0,4+1,4£2,...} - zbior liczb catkowitych,
= {g: pEZL,qE N} - zbidr liczb wymiernych,
- zbior liczb rzeczywistych,

- zbidr liczb zespolonych.

Q= O

Oznaczenia tych zbiorow pochodza od poczatkowych liter wy-
razow w jezyku angielskim i niemieckim:

Natural, Zahl, Quotient, Real, Complex.

Rysunek 1. Relacje miedzy zbiorami N,Z,Q,R i C.



Notka historyczna 1. Pierwsze proby opisania liczb zespolo-
nych miaty miejsce w XVI wieku. Jako pierwszy Cardano®
wykorzystuje formalnie symbol /—1 do obliczania pierwiastkow
rzeczywistych stopnia trzeciego (patrz wzory Cardana). Liczby
zespolone byty odtgd stosowane do obliczen, choC ich istnienie
wywotywato liczne spory. Jak podaje Laurence Young w 1820
roku studenci inzynierii w Paryzu wzniecili bunt przeciwko licz-
bom zespolonym twierdzac, ze sg one zupetnie bezuzyteczne,
a ponadto w ogole nie istnieja. Nie dziwi zatem fakt, ze trzy
wieki wczesniej Cardano zostat uwieziony po zarzutem uprawia-
nia czarnej magii. Pierwsza scistg teorie liczb zespolonych podat
w XIX wieku Gauss!. Jego interpretacja liczb zespolonych oraz
wprowadzona symbolika sg stosowane wspotczesnie.

*Geronimo Cardano (1501-1576)-matematyk, filozof i lekarz wtoski.
fCarl Friedich Gauss (1777-1855)-matematyk, astronom, i fizyk niemiecki.
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Definicja 1. (liczba zespolona, ptaszczyzna zespolona)

Liczbg zespolong nazywamy uporzadkowang pare liczb rzeczy-
wistych, np. (z,v), (u,v), (a,b). Liczby zespolone oznaczamy
krotko przez z, w itp. Zbidr wszystkich liczb zespolonych ozna-
czamy przez C (z ang. Complex). Mamy zatem

C={z=(x,y) : x,y € R}.

Uwaga 1. Liczbe zespolong z = (x,y) przedstawiamy na ptasz-
czyznie w postaci punktu o wspotrzednych (x,y) lub w postaci
wektora o poczatku w punkcie (0,0) i koncu w punkcie (z,vy).
W tej interpretacji zbidr wszystkich liczb zespolonych nazywamy
ptaszczyzng zespolong. Wektor o poczatku w punkcie (0,0)

i koncu w punkcie (x,y) nazywamy wektorem wodzacym liczby

(z,y).



Rysunek 2. Interpretacja geometryczna liczby zespolonégj.

Cwiczenie 1. Narysowac na ptaszczyznie zespolonej liczby:
a) z1 = (3,2);

b) zZD = (—3, 1),’

c) z3 =(-2,0),

d) zg = (0,-2).



Definicja 2. (rownos¢, suma i iloczyn liczb zespolonych)
Niech zq1 = (z1,y1),22 = (22, y>) beda liczbami zespolonymi.
1. ROAwnoscC liczb zespolonych okreSlamy przez warunek:

21 =z <= x1 = T2 | Yy1 = yYo.

2. Sume liczb zespolonych okreSlamy wzorem:

21+ 20 = (1 + 2,y1 + ¥2).

3. Iloczyn liczb zespolonych okreSlamy wzorem:

2120 = (z122 — Y1Y2, 1Y2 + T2Y1).



Rysunek 3. Interpretacja geometryczna sumy liczb zespolonych.
Rysunek 4. Konstrukcja iloczynu liczb zespolonych.

Cwiczenie 2. Niech z; = (0,1),20 = (3, —4) oraz z3 = (v/2,-3).
Obliczy¢

a) 21 + 22, 2o + 23,

b) z1 - 20,20 23 .



Definicja 3. (réznica i iloraz liczb zespolonych)
Niech z1 = (:Bl,yl),ZQ = (wQ,yz) beda liczbami zespolonymi.

1. ROznice liczb zespolonych okreSlamy wzorem:

21 — 20 = (21 — x2,Y1 — Y2).

2. Iloraz liczb zespolonych okreSlamy wzorem:

21 (x1,91) (56‘1332 + y1y2 xoy1 — fB1y2>
= = 5, .2 ' 2.2 |
z2  (x2,Y2) z5 + y5 z5 + y5
Oile z0 =0 (tZﬂ. xo 7= 0 i yQ#O).



Rysunek 5. Interpretacja geometryczna roznicy liczb zespolo-
nych.

Cwiczenie 3. Obliczyc¢:

a) (4,—-1) — (=3,5);

b) g—5,6% —(1,-4);
~1,2)

C) G4

d)

(07 _6)
(0,2)




Uwaga 2. Wszystkie reguty czterech podstawowych dziatan
algebraicznych (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)
znane dla liczb rzeczywistych obowigzujg takze w zbiorze liczb
zespolonych. W szczegdlnosci prawdziwe sg wzory skroconego
mnozenia, wzor dwumianowy Newtona, wzory na sume wyrazow
ciggu arytmetycznego i geometrycznego itp.



Twierdzenie 1. (zbidr liczb rzeczywistych jako podzbidr zbioru
liczb zespolonych)

Liczby zespolone postaci (x,0), gdzie x € R, majg nastepujace
w1asnosci:

1. (z1,0) + (22,0) = (1 + 22,0),

2. (%1,0) — (22,0) = (z1 — x2,0),

3. (21,0) - (22,0) = (z1 - 72,0);

0
g, F1.0) (ﬂo), gdzie x5 # 0.
(z2,0) )

Uwaga 3. Z wtasnosci tych wynika, ze zbiér R = {(z,0) : z € R}
mozna utozsamiaC ze zbiorem liczb rzeczywistych R. Bedziemy
pisali x zamiast (x,0).

Rysunek 6. Zbior R jako podzbior C.
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Definicja 4. Liczbe zespolong (0,1) nazywamy jednostka
urojong i oznaczamy jg przez i, zatem

i:=(0,1).

Cwiczenie 4. Uzasadnié, ze liczba i jest rozwigzaniem rownania
2241=0.

11



Uwaga 4. Zauwazmy, ze z powyzszego Cwiczenia wynika, ze

i2 = —1.

Twierdzenie 2. (postacC algebraiczna liczby zespolonej)
Kazdg liczbe zespolong z = (x,y) mozna przedstawi¢ w postaci:
z = x + 1y,

gdzie x,y € R natomiast 1 jest jednostkg urojong. Liczbe x nha-
zywamy czesScig rzeczywista (z tac. realis) liczby =z, liczbe vy
nazywamy czeScig urojong (z tac. imaginalis) liczby z. Stosu-
Jjemy oznaczenia:

Rez:=x, Imz .=y, x,y€R.
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Rysunek 7. Osie rzeczywista i urojona na ptaszczyznie zespo-
lonegj.

Rysunek 8. Interpretacja geometryczna postaci algebraicznej
liczby zespolonej.

Uwaga 5. Dziatania takie jak dodawanie, odejmowanie, mnoze-
nie, dzielenie wykonywanie na liczbach zespolonych danych

W postaci algebraiczne] wykonujemy jak na wyrazeniach alge-
braicznych, pamietajac o tym, ze 2 = —1 (stad tez bierze sie
nazwa tej postaci liczby zespolonej). Przy dzieleniu przez liczbe
zespolong x + 1y, gdzie z,y € R, nalezy dzielng i dzielnik po-
mnozyC przez liczbe x — 1y, aby w mianowniku uzyskacC liczbe

rzeczywista.

Cwiczenie 5. Obliczyé: a) (1 —+/3i) + (1 +v23);
b) (3i —2) — (1 —24); ¢) (L 4+29)(—=3+4i); d) 4-|—5z

—1
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Twierdzenie 3. (o rownosci liczb zespolonych w postaci
algebraicznej)

Dwie liczby zespolone sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
CzeScCi rzeczywiste i urojone sg rowne, tzn.

21 =290 <= Rezy = Rezy i Imzy =1Im 2o.

Cwiczenie 6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone spetniajace
podane warunki:

a) z2+4i=0;

b) Rez —3Imz = 2;

c) Re(iz) > 1; |

d) z'—l—2 _ 3z —|—.’L’_

1 — 1 24+

e) z2—6z4+10=0.
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Definicja 5. (sprzezenie liczby zespolonegj)
Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + 1y, gdzie x,y € R, nazy-
wamy liczbe zespolong z okreSlong wzorem:

Z = — 1.

Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej obrazem w symetrii
wzgledem osi Rez.

Rysunek 9. Interpretacja geometryczna sprzezenia liczby zesp o-
lonegj.

Cwiczenie 7. Rozwigzaé réwnania:
a)2z+ (3 —1)z =5+ 44;

b) z+1i=z+71;

C) z-Z+2z—2z =3+ 2¢

d) z+z+i(z—2z) =5+ 3.
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Definicja 6. (modut liczby zespolongj)
Modutem liczby zespolonej z = x 41y, gdzie x,y € R, nazywamy
liczbe rzeczywista |z| okresSlong wzorem:

|z| == \/$2 + 2.

Uwaga 6. Moduft liczby zespolonej jest uogodlnieniem wartosci
bezwzglednej liczny rzeczywistej. Geometrycznie moduft liczby
zespolonej z jest odlegtoscia punktu z od poczatku uktadu

wspotrzednych. Modut réznicy liczb zespolonych zq1, zo jest dfu-
gosScig odcinka fgczacego punkty zq i zo ptaszczyzny zespolonej.
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Rysunek 10. Interpretacja geometryczna modutu liczby zespo-
longj.

Rysunek 11. Interpretacja geometryczna modutu roznicy liczb
zespolonych.

Cwiczenie 8. Obliczy¢ moduty podanych liczb zespolonych:

a) z = —1i;

b) 2= —1-4+3i;
1 V3,

C) z—=— — —1i;
2 2

dz=—-5b-—-12s.
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Twierdzenie 4. (wtasnosSci modutu liczby zespolonej)
Dla dowolnych z, z1,z> € C prawdziwe sg nastepujgce wtasnosci:

1. |z| = |z| = |—=|,

2. z-Z2=|z 2,’

3. |21 22| = |z1] - |22],

4. |21 =@, O ile zo #= 0.
zo| |22

Rysunek 12. Interpretacje geometryczne rownan i nierownosci
Z modutem.

a) |z—zg| =17, b) |z— 29| <r;
C)|lz—zp|<r;,d)|z—z9| =7,

e) |z—zg| >r;, F) r<|z— 29| <R,
g) |z —z1] =[z—22]; h) |z — 21| < |z — 22
i) |z —z1| 2 |z — 22].

4
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Cwiczenie 9. Korzystajac z interpretacji geometrycznej
modutu roznicy liczb zespolonych narysowac zbiory liczb zespo-
lonych spetniajacych podane warunkKi:

a) |lz+1i =3;

b) |2iz 4+ 6| < 4;

C)2<|z+2—-1| <3;

d) |z+5=|3i—=

7

e) 1> 1
Z (/

f \1;

) 22+ 1

g) |z+2—1i| <|z|.
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Definicja 7. (argument liczby zespolonegj)
Argumentem liczby zespolonej z nazywamy kazdy kat ¢ € R
spetniajacy uktad rownan:

(

\

Re z
COSp = PR
_ Imz
sinp = Pl

Ten sposSrod argumentdw danej liczby z, ktory spetnia warunek
0 < ¢ < 2w nazywamy argumentem gtownym i oznaczmy przez
arg z. Kazdy argument ¢ liczby zespolonej z # 0 ma postac

@ = arg z + 2km, gdzie k € Z.
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Uwaga 7. Argumenty liczby zespolonej z sg miarami zorientowa-
nych katow nachylenia wektora wodzacego liczby z do 0si rze-
czywistej. Argument gtowny liczby zespolonej z jest najmniejsza
nieujemng miarg zorientowanego kata nachylenia wektora wo-
dzacego liczby z do osi rzeczywistej.

Rysunek 13. Argumenty liczby zespolonej.
Rysunek 14. Argument gtowny liczby zespolonej.

Cwiczenie 10. Znalez¢ argumenty gtowne podanych liczb
zespolonych:

a)z=2;,b) z=1,

C) z= —m, d) z=3 — 3i;

1 3
e)z=—§—§i,' f) z= -3+ 4.
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Twierdzenie 5. (wfasnosci argumentu)

Dla dowolnych niezerowych liczb zespolonych z, z1, z> prawdziwe
Sg nastepujgce warunki:

1. arg(z1z0) = arg z1 + arg zo,

2. argz"™ = nargz dla dowolnhego n € N,

3. arg % — arg z; — arg zo.

Rysunek 15. Interpretacje geometryczne rownan i nierownosci
z argumentem:

a) argz = «;

b) o <argz < S3;

c) arg(z — zg9) = «;

d) a <arg(z — zg) < 6.
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Cwiczenie 11. Narysowac zbiory liczb zespolonych, ktore
spetniajg podane warunkKi:

a)argz =g,
b) arg(z +1) =,

c) arg (—2) = &,

d) arg (%) = 2L,

e) arg (z) = 3T,

f) E<arg(z)<3—7T
9) g <arg(2+ z - z)
h) 7 <arg (z)

i) & arg ( ) <3,

J) —z <arg (z+ 1) <7/
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Twierdzenie 6. (postaC trygonometryczna liczby zespolonej)
Kazdag liczbe zespolong z, mozna przedstawiC w postaci:
z =r(Cosyp 4+ isiny),

gdzie r > 0 jest modutem liczby z, natomiast o € R jest jednym
Z jej argumentow.

Cwiczenie 12. Zapisz podane liczby zespolone w postaci
trygonometrycznej:

a) z—= —1;
b) z=1+41;
1 V3.
C) z=——— —i.
2 2
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Twierdzenie 7. (wzdr de Moivre'a*)
Niech z = r(cosp + isiny), gdzie r > 0, € R oraz niech n € N.
Wtedy

2" = r"*(cosny + isin ny).

Cwiczenie 13. Korzystajac ze wzoru de Moivre'a obliczy¢ po-
dane poteqgi liczb zespolonych:

a) (14 )19,

b) (v/3 —14)°0;

c) (V2i —v2)*

Cwiczenie 14. Korzystajac ze wzoru de Moivre’'a wyprowadzic
wzory na: a) sin3¢; b) cos4p.

*Abraham de Moivre (1667-1754)-matematyk angielski pochodzenia fran-
cuskiego.
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Definicja 8. (pierwiastek z liczby zespolongj)
Pierwiastkiem zespolonym stopnia n € N z liczby z nazywamy
kazda liczbe ¢ € C, taka ze
" =z,
| oznaczamy podobnie jak pierwiastek rzeczywisty symbolem

V3.

Twierdzenie 8. (wzdor na pierwiastki liczby zespolonegj)

Kazda liczba zespolona z = r(cosyp + iSinyp), gdzier > 0,0 € R
ma doktadnie n pierwiastkow stopnia n. Zbior tych pierwiastkow
Jjest postaci:

% — {507 517 .o 7€n—1}7
gdzie

&= Ur (cos
dlak=0,1,...,n—1.

g0—|—2k7r_l_ising0—|—2k7r>

n n
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Uwaga 8. Zbior pierwiastkow stopnia n > 3 z liczby zespolonej
z = r(cosy + isiny), gdzie r = |z| oraz ¢ = arg z pokrywa sig
ze zbiorem wierzchotkdw n-kata foremnego wpisanego w okrag
O promieniu {’/Q I Srodku w poczatku uktadu wspotrzednych.

Cwiczenie 15. Obliczy¢ i narysowaé pierwiastki z podanych
liczb zespolonych: a) ¥/8i; b) ¥=27; c) f/—%—l—@i; d) ¥1.

Cwiczenie 16. Rozwigzaé podane rownania kwadratowe:
a)z224+324+3—-i=0;
b) 22+ (2i—1)z+1+5i =0.

27



