Elementy logiki matematyczne]

Wyktad

e Rachunek zdan i kwantyfikatory



Definicja 1. (zdanie)

Zdaniem w logice nazywamy zdanie gramatyczne, o ktérym mozna orzec,
czy jest prawdziwe, czy tez falszywe. Zdania logiczne oznaczmy zwykle lite-
rami p,q,r, itd. Zdaniom prawdziwym przypisujemy warto$¢ logiczng 1, a
fatszywym 0.

Przyklad 1. a) Zdanie ,2 4+ 3 =57 jest prawdziwe;

b) Zdanie ,3>7" jest falszywe;

c) Wyrazenie,x* = 4” nie jest zdaniem logicznym, gdyz jego wartosé logiczna
zalezy od x;

d) Sformutowanie ,jestem gtodny” takze nie jest zdaniem logicznym, gdyz nie
wiemy kto je wypowiada.

Definicja 2. (negacja)
Zdanie ,nieprawda, ze p”’ nazywamy negacja zdania logicznego p i oznaczamy
ja symbolem ~. Negacja zdania jest prawdziwa, gdy zdanie jest falszywe.

Definicja 3. (alternatywa)

Zdanie ,p lub ¢” nazywamy alternatywa zdan logicznych p,q i oznaczamy
ja symbolem p V q. Przyjmujemy, ze alternatywa zdan jest prawdziwa, gdy
przynajmniej jedno ze zdan p, q jest prawdziwe.

Definicja 4. (koniunkcja)

Zdanie ,,p i ¢” nazywamy koniunkcjg zdan logicznych p,q i oznaczamy ja
symbolem p A q. Przyjmujemy, ze koniunkcja zdan jest prawdziwa, gdy oba
zdania p, ¢ sa prawdziwe.

Definicja 5. (implikacja)

Zdanie jezeli ,,p, to ¢” nazywamy implikacja i oznaczamy ja symbolem p —
q. Przyjmujemy, ze implikacja zdan jest prawdziwa, zdania p oraz q sa praw-
dziwe lub gdy zdanie p jest falszywe, a zdanie ¢ jest dowolne (tzn. falszywe
lub prawdziwe). W implikacji zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie
¢ nastepnikiem.

Definicja 6. (réwnowaznosc)

Zdanie ,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ nazywamy réwnowaznoscig i ozna-
czamy ja symbolem p <= ¢. Przyjmujemy, ze rownowaznos¢ jest prawdziwa,
gdy oba zdania p, g maja te samg wartos¢ logiczng.



W tabelkach ponizej podajemy wartosci logiczne negacji, alternatywy,
koniunkcji, implikacji i rownowaznos$ci w zaleznosci w wartosci logicznych
zdan je tworzacych.

110
11 1

plalpValprgp=1qlp=q
1[1] 1 1 1 1

110 1 0 0 0
01 1 0 1 0
010 0 0 1 1

Przyklad 2. a) Zdanie ,nieprawda, ze 3-8 = 25” jest prawdziwe;

b) Zdanie ,, 5> 6 lub 3 > 27 jest prawdziwe;

¢) Zdanie ,2° = 8 i /9 = =37 jest fatszywe;

d) Zdanie ,jezeli liczba 333 jest podzielna przez 9, to liczba 333 jest podzielna
przez 67 jest fatszywe;

e) Zdanie ,2 > 2 <=1 > 0” jest prawdziwe.

Definicja 7. (funkcja zdaniowa)

Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenie sktadajace sie ze zmiennych zda-
niowych p,q,r,..., polaczonych operacjami logicznymi (negacja, alterna-
tywa, koniunkcja, implikacja czy rownowaznoscia).

Przyklad 3. o) (p = q) <= [(~p)Vd; b)~[pA(qVr)].

Definicja 8. (prawo logiczne)
Prawem logicznym nazywamy funkcje zdaniowa, ktoéra jest prawdziwa po
podstawieniu dowolnych zdan logicznych w miejsce zmiennych zdaniowych.



Najwazniejsze prawa logiczne

’ Prawo \ Nazwa
~(~p)<=rp prawo podwojnego zaprzeczenia
pV(~p) prawo wylaczonego $rodka

pbA(gVr)] <= [(pAq)V(pAr)] | rozdzielnosé koniunkcji wzgledem alternatywy

pV(gNAT)] <= [(pVq) N(pVr)] | rozdzielnosé alternatywy wzgledem koniunkcji

(p=9Ng=1)]= (p=r1) prawo przechodniosci implikacji
[~ (pV Q)] <= [(~p)A(~q) prawo de Morgana dla alternatywy
[~ (pANqQ)| <= [(~p)V(~q) prawo de Morgana dla koniunkcji

[(~p) = pl=0>p prawo Claviusa
(p=q) <= [(~q) = (~p)] prawo transpozycji
PN (p=q] =4 reguta odrywania

Cwiczenie 1. Sprawdzié czy nastepujgce funkcje zdaniowe sq¢ prawams logi-
cZNYmi:

a) (p=q) <= (~pVyq);

b) (g = p) <= PV ~q);

¢)~(p=q) <= (pPA~0q);

d) (p=q) <= [(pNq)V(~pA~q);

e) ¢ = (p=q).

Definicja 9. (funkcja zdaniowa jednej zmiennej)

Niech X oznacza pewien niepusty zbior zdan logicznych. Funkcjg zdaniows
jednej zmiennej okre$lona w zbiorze X nazywamy takie wyrazenie zawie-
rajace tylko jedna zmienng, ktore staje sie zdaniem, gdy zamiast zmiennej
zdaniowej podstawimy element zbioru X. Oznaczamy ja przez o(z).

Cwiczenie 2. Przyktadem funkcji zdaniowej jednej zmiennej jest wyrazenie
Lweztowiek wazy 70 kg7, gdzie stowo ,cztowiek” gra role zmiennej. Po podsta-
wieniu pod stowo ,cztowiek” konkrelnej osoby otrzymujemy zdanie - praw-
dziwe lub fatszywe.

Definicja 10. (maly i duzy kwantyfikator)
Niech zmienna = przebiega zbior X i niech ¢(x) bedzie funkcjy zdaniowa.
Zdanie ,jstnieje takie z € X, ze ¢(x)” zapisujemy krotko
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Zdanie ,dla kazdego = € X jest p(x)” zapisujemy

vmeX¢(x)'

Symbole 4, V uzyte w opisanym znaczeniu nazywamy odpowiednio matym i
duzym kwantyfikatorem lub kwantyfikatorem szczegdélowym i ogélnym.

Cwiczenie 3. Zdanie
3,2 > 8

jest zdaniem prawdziwym, zdanie
d,cosx = —3
jest zdaniem fatszywym.

Twierdzenie 1. (wlasnosci kwantyfikatorow)
Jezeli p(x) jest funkcjq zdaniowq z jedng zmienng, to zachodzq nastepujgce
TOWNoOWazNosch

[~ Vaop(2)] & (32 ~ p(2)],

Rownowaznosci te wyrazajg prawa de Morgana dla kwantyfikatorow.



