
Elementy logiki matematycznej

Wykªad

� Rachunek zda« i kwanty�katory



De�nicja 1. (zdanie)
Zdaniem w logice nazywamy zdanie gramatyczne, o którym mo»na orzec,
czy jest prawdziwe, czy te» faªszywe. Zdania logiczne oznaczmy zwykle lite-
rami p, q, r, itd. Zdaniom prawdziwym przypisujemy warto±¢ logiczn¡ 1, a
faªszywym 0.

Przykªad 1. a) Zdanie �2 + 3 = 5� jest prawdziwe;
b) Zdanie �3>7� jest faªszywe;
c) Wyra»enie�x2 = 4� nie jest zdaniem logicznym, gdy» jego warto±¢ logiczna
zale»y od x;
d) Sformuªowanie �jestem gªodny� tak»e nie jest zdaniem logicznym, gdy» nie
wiemy kto je wypowiada.

De�nicja 2. (negacja)
Zdanie �nieprawda, »e p� nazywamy negacj¡ zdania logicznego p i oznaczamy
j¡ symbolem ∼. Negacja zdania jest prawdziwa, gdy zdanie jest faªszywe.

De�nicja 3. (alternatywa)
Zdanie �p lub q� nazywamy alternatyw¡ zda« logicznych p, q i oznaczamy
j¡ symbolem p ∨ q. Przyjmujemy, »e alternatywa zda« jest prawdziwa, gdy
przynajmniej jedno ze zda« p, q jest prawdziwe.

De�nicja 4. (koniunkcja)
Zdanie �p i q� nazywamy koniunkcj¡ zda« logicznych p, q i oznaczamy j¡
symbolem p ∧ q. Przyjmujemy, »e koniunkcja zda« jest prawdziwa, gdy oba
zdania p, q s¡ prawdziwe.

De�nicja 5. (implikacja)
Zdanie je»eli �p, to q� nazywamy implikacj¡ i oznaczamy j¡ symbolem p =⇒
q. Przyjmujemy, »e implikacja zda« jest prawdziwa, zdania p oraz q s¡ praw-
dziwe lub gdy zdanie p jest faªszywe, a zdanie q jest dowolne (tzn. faªszywe
lub prawdziwe). W implikacji zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie
q nast¦pnikiem.

De�nicja 6. (równowa»no±¢)
Zdanie �p wtedy i tylko wtedy, gdy q� nazywamy równowa»no±ci¡ i ozna-
czamy j¡ symbolem p⇐⇒ q. Przyjmujemy, »e równowa»no±¢ jest prawdziwa,
gdy oba zdania p, q maj¡ t¦ sam¡ warto±¢ logiczn¡.
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W tabelkach poni»ej podajemy warto±ci logiczne negacji, alternatywy,
koniunkcji, implikacji i równowa»no±ci w zale»no±ci w warto±ci logicznych
zda« je tworz¡cych.

p ∼ p

1 0
1 1

p q p ∨ q p ∧ q p =⇒ q p⇐⇒ q

1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1

Przykªad 2. a) Zdanie �nieprawda, »e 3 · 8 = 25� jest prawdziwe;
b) Zdanie � 5 > 6 lub 3 > 2� jest prawdziwe;
c) Zdanie �23 = 8 i

√
9 = −3� jest faªszywe;

d) Zdanie �je»eli liczba 333 jest podzielna przez 9, to liczba 333 jest podzielna
przez 6� jest faªszywe;
e) Zdanie �2 > 2⇐⇒ 1 > 0� jest prawdziwe.

De�nicja 7. (funkcja zdaniowa)
Funkcj¡ zdaniow¡ nazywamy wyra»enie skªadaj¡ce si¦ ze zmiennych zda-
niowych p, q, r, . . . , poª¡czonych operacjami logicznymi (negacj¡, alterna-
tyw¡, koniunkcj¡, implikacj¡ czy równowa»no±ci¡).

Przykªad 3. a) (p =⇒ q)⇐⇒ [(∼ p) ∨ q]; b) ∼ [p ∧ (q ∨ r)].

De�nicja 8. (prawo logiczne)
Prawem logicznym nazywamy funkcj¦ zdaniow¡, która jest prawdziwa po
podstawieniu dowolnych zda« logicznych w miejsce zmiennych zdaniowych.
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Najwa»niejsze prawa logiczne

Prawo Nazwa

∼ (∼ p)⇐⇒ p prawo podwójnego zaprzeczenia
p ∨ (∼ p) prawo wyª¡czonego ±rodka

[p ∧ (q ∨ r)]⇐⇒ [(p ∧ q) ∨ (p ∧ r)] rozdzielno±¢ koniunkcji wzgl¦dem alternatywy
[p ∨ (q ∧ r)]⇐⇒ [(p ∨ q) ∧ (p ∨ r)] rozdzielno±¢ alternatywy wzgl¦dem koniunkcji
[(p =⇒ q) ∧ (q =⇒ r)] =⇒ (p =⇒ r) prawo przechodnio±ci implikacji

[∼ (p ∨ q)]⇐⇒ [(∼ p) ∧ (∼ q)] prawo de Morgana dla alternatywy
[∼ (p ∧ q)]⇐⇒ [(∼ p) ∨ (∼ q)] prawo de Morgana dla koniunkcji

[(∼ p) =⇒ p] =⇒ p prawo Claviusa
(p =⇒ q)⇐⇒ [(∼ q) =⇒ (∼ p)] prawo transpozycji

[p ∧ (p =⇒ q)] =⇒ q reguªa odrywania

�wiczenie 1. Sprawdzi¢ czy nast¦puj¡ce funkcje zdaniowe s¡ prawami logi-
cznymi:
a) (p =⇒ q)⇐⇒ (∼ p ∨ q);
b) (q =⇒ p)⇐⇒ (p∨ ∼ q);
c) ∼ (p =⇒ q)⇐⇒ (p∧ ∼ q);
d) (p⇐⇒ q)⇐⇒ [(p ∧ q) ∨ (∼ p∧ ∼ q)];
e) q =⇒ (p =⇒ q).

De�nicja 9. (funkcja zdaniowa jednej zmiennej )
Niech X oznacza pewien niepusty zbiór zda« logicznych. Funkcj¡ zdaniow¡
jednej zmiennej okre±lon¡ w zbiorze X nazywamy takie wyra»enie zawie-
raj¡ce tylko jedn¡ zmienn¡, które staje si¦ zdaniem, gdy zamiast zmiennej
zdaniowej podstawimy element zbioru X. Oznaczamy j¡ przez ϕ(x).

�wiczenie 2. Przykªadem funkcji zdaniowej jednej zmiennej jest wyra»enie
�czªowiek wa»y 70 kg�, gdzie sªowo �czªowiek� gra rol¦ zmiennej. Po podsta-
wieniu pod sªowo �czªowiek� konkretnej osoby otrzymujemy zdanie - praw-
dziwe lub faªszywe.

De�nicja 10. (maªy i du»y kwanty�kator)
Niech zmienna x przebiega zbiór X i niech ϕ(x) b¦dzie funkcj¡ zdaniow¡.
Zdanie �istnieje takie x ∈ X, »e ϕ(x)� zapisujemy krótko

∃x∈Xϕ(x).
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Zdanie �dla ka»dego x ∈ X jest ϕ(x)� zapisujemy

∀x∈Xϕ(x).

Symbole ∃, ∀ u»yte w opisanym znaczeniu nazywamy odpowiednio maªym i
du»ym kwanty�katorem lub kwanty�katorem szczegóªowym i ogólnym.

�wiczenie 3. Zdanie
∃xx3 > 8

jest zdaniem prawdziwym, zdanie

∃x cosx = −3

jest zdaniem faªszywym.

Twierdzenie 1. (wªasno±ci kwanty�katorów)
Je»eli ϕ(x) jest funkcj¡ zdaniow¡ z jedn¡ zmienn¡, to zachodz¡ nast¦puj¡ce
równowa»no±ci

[∼ ∀xϕ(x)]⇔ [∃x ∼ ϕ(x)] ,

[∼ ∃xϕ(x)]⇔ [∀x ∼ ϕ(x)] .

Równowa»no±ci te wyra»aj¡ prawa de Morgana dla kwanty�katorów.
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