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CiggtosSC funkcji



Definicja 1. (Heinego® granicy wtasciwej funkcji w punkcie)
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice wtasciwg g, CO
zapisujemy:

Jm flz) =g,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (zy) 0 wyraz ze zbioru
D¢\ {zq} i zbieznego do punktu zqg ciag (f(xzy)) jest zbiezny do
punktu g, tzn.

VanC D\ {0} (Jim @y =20) = (_lim_f(zn) =g)].

n—oo n—oo

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna granicy funkcji w punk-
cie.

*Eduard Heinrich Heine (1821-1881) - matematyk niemiecki.



Definicja 2. (Heinego granicy wtasciwej lewostronnej funkcji

w punkcie)

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice wtasciwg lewo-
stronng g, CO zapisujemy:

lim_ f(z) =g,
:c—>a:a

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (xn,) O wyraz ze
zbioru Dy \ {zo} i takich, ze x, < zqg, zbieznego do punktu zg
ciag (f(xn)) jest zbiezny do punktu g, tzn.

vxnCDf\{$O}a$n<xO [(n||—>moo tn = aﬁo) = (n“—>moo‘f($n) — g>] '



Definicja 3. (Heinego granicy wtasciwej prawostronnej funkcji
w punkcie)

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice wtasciwg prawo-
stronng g, CO zapisujemy:

im f(z) =g,
T—T

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (xn) O wyraz ze
zbioru Dy \ {zo} i takich, ze x, > xzqg, zbieznego do punktu zg
ciag (f(xzn)) jest zbiezny do punktu g, tzn.

vxnCDf\{ZEO}75'7n>3'70 [(n“—>moo tn = xo) = (n||—>moo‘f(ajn) — g>] '

Rysunek 2. Interpretacja geometryczna granic jednostronnych
funkcji w punkcie.



Definicja 4. (Heinego granicy niewtasciwej funkcji w punkcie)
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice niewfasciwg oo,

CO zapisujemy:
Jim fz) = oo,

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve (a0} (1, #n = 70) ==  Jim, f(zn) = oo)].

Rysunek 3. Interpretacja geometryczna granicy niewtasciwej funk-
Cji w punkcie.



Twierdzenie 1. (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia gra-
nicy)

Funkcja f ma w punkcie xq granice wtasciwg (niewtasciwg) wtedy
I tylko wtedy, gdy

lim f(x) = lim f(x).

Wspolna wartosSC granic jednostronnych jest wtedy granicg funk-
Cji.



Definicja 5. (Heinego granicy wtasciwej funkcji w nieskonczono-

Sci)

Mowimy, ze funkcja f ma w oo granice wfasciwg g, co zapisujemy:
im f(z) =g,

r—r 00

wtedy i tylko wtedy, gdy

VYanCD; (Jim 2n =o00) == ( lim_f(zn) = g)|.

n—oo n—oo

Uwaga 1. W analogiczny sposob okreSla sie granice witasciwg
funkcji w —oo.

Rysunek 4. Interpretacja geometryczna granicy wtasciwej funkcji
W nieskonczonosci.



Definicja 6. (Heinego granicy niewtasciwej funkcji

W nieskonczonosci)

Mowimy, ze funkcja f ma w oo granice niewtasciwg oo,
CO zapisujemy:

Jlim_ f(@) = o,

wtedy i tylko wtedy, gdy

VanCD; (Jim 2n = o00) == ( lim_f(zn) = o).

n—oo n—oo

Uwaga 2. W analogiczny sposob okresSla sie granice niewtasciwg
funkcji w —oo.

Rysunek 5. Interpretacja geometryczna granicy niewtasciwej funk-
Cji W nieskonczonosci.



Twierdzenie 2. (o arytmetyce granic funkcji)
Jezeli funkcje f i g majg granice wtasciwe w punkcie xq, to
1. Iimo(f(az) +g(x)) = Iimof(a:) + Iimog(m),

T—x T—x T—x
2. xli_)rrxwo(c - f(z)) =c- :cli—Uaj«of(w)’ gdzie c € R,
3. Jlim (f(@)-9(x) = lim f(@)- fim g(x),
 f@)  Am @
4. a:“—>r20 o) x”_@OQ(CU)’ o ile mll_@()g(a:) #* 0,

5. lim (f(2))9@®) = ( lim f@))xi@og(@.

r—XQ r—XQ

Uwaga 3. Powyzsze twierdzenia sg prawdziwe takze dla granic
jednostronnych funkcji w punkcie xg oraz dla granic w —oo i oo.



Cwiczenie 1. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic oblicz:

a) lim @ 1,
z—1x4— 1"
2.5 2%
b) Iim ;
T—00 3T — 4 . K57
ver—1-—-2
c) lim u .

r—5 r—5



Twierdzenie 3. (o granicy funkcji ztozonej)
Jezeli funkcje f i g spetniajg warunki:
1. Nim f(z) = yo,

2. f(x) #=yg dla kazdego x € Df \ {xo},

3. |Iim = q,
Jim g9(y) =q

to lim g(f(2)) =q.
Uwaga 4. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozo-
statych typow granic.

Cwiczenie 2. Korzystajac z twierdzenia o granicy funkcji ztozonej
oblicz:

: . 1 . 1
a) Im —— b) lim exz; c) lim arctan—.
x—0—SInNx LT—>00 7—0t T
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Twierdzenie 4. (o trzech funkcjach)
Jezeli funkcje f, g, h spetniajg warunki:

1. f(x) < g(x) < h(z) dla kazdego = € Dy \ {zo},
2. lim f(z) = lim h(z) = p,

r—rxQ r—rxQ

to xll_)ﬂ;()g(az) = p.
Uwaga 5. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla gra-
nic witasciwych jednostronnych oraz dla granic wtasciwych w
NnieskoNnczonosci.

Cwiczenie 3. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach ob-
licz:

1
a) lim 22(2 4+ cos=); b) lim e%sinz.
x—0 €T T— — 00
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Twierdzenie 5. (o dwdch funkcjach)
Jezeli funkcje f,qg spetniajg warunki:

1. f(z) < g(z) dla kazdego = € Dy \ {zo},
2. lim f(z) = oo,

T—I(Q

to xll_glljog(a:) = oo.

Uwaga 6. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozo-
statych typow granic.

Cwiczenie 4. Korzystajac z twierdzenia o dwoch funkcjach ob-
licz:
1
2 4+ cos —

a) lim L - b) lim (sinx — e7).
) tim ) lim ( )
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Twierdzenie 6. (o0 granicach niewtasciwych funkcji)

p+ o0 = o0 P00 = 00
P — P __
= =0 of = °°
pP=0da0t<p<l|p®=ocodlap>1
o?=0dlaqg<O ! =00 dlaqg>0

Uwaga 7. RobwnosSci podane w tabelce sg symboliczng forma za-
pisu odpowiednich twierdzen.

Cwiczenie 5. Oblicz:

2
_1 1 >
a) lim (m +In 1); b) lim S

1+ \x—1 xr — z—0 sian
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Definicja 7. (wyrazenia nieoznaczone)
Symbole:

0]
0—00 | 0-c0 | — © 1%° | 00 | 00
Ol

nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi. Ich wartosci zalezg od
postaci funkcji je tworzacych. Zilustrujemy to na przyktadzie
nieoznaczonosci O - co.
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Przyktad 1. Wezmy funkcje f i g spetniajgce warunki:
lim f(z) =0, lim g(x) = co. Wtedy granica lim f(x)g(x)
x—0 . /_:1:—>O . o o x—0
przyjmuje rozne wartosci albo nie istnieje.

a) Niech f(x) = x= oraz g(x) = Wtedy Ilﬂof(x)g(x) - nie

IStnieje. )

b) Niech f(z) = pz? oraz g(z) = —5, gdzie p € R. Wtedy
Xr

lim f(z)g(z) = p.

x—0

c) Niech f(x) = x2 oraz g(z) =

d) Niech f(x) = —x? oraz g(z) =

15



Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

SNz ~ tanzx
lim =1 lim =1
z—0 x z—0 2
- art -1 et -1
lim = Ilna lim =1
x—0 T x—0 xT
lO 1 €x In (1 x
im 29I+ 2) o i M)
x—0 T r—0 L
_ IN? , IN\N? 1
lim 14+—-)] =e lim l1——) = —
r—+00 T r—+00 T e
_ o arcsingz o arctancgz
lim =1 lim =1
x—0 T x—0 X




Cwiczenie 6. Oblicz podane granice:

. sinTx
a) lim — ;
x—0 SINn bx

z+1
b) lim (3212 ,-
=0 \3x + 7 )

c) lim (1 + cosx)2z—,
T—75
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Definicja 8. (asymptota pionowa lewostronna i prawostronna)
Prosta £ = a nazywamy asymptota pionowa lewostronng funkcji
f, jezeli

lim f(x) = *oo.

r—a
Prosta x = a nazywamy asymptota pionowa prawostronng funkcji
f, Jezeli
lim f(x) = foo.
r—a

Rysunek 6. Asymptota pionowa lewostronna.

Rysunek 7. Asymptota pionowa prawostronna.
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Definicja 9. (asymptota pionowa obustronna)
Prosta £ = a nazywamy asymptota pionowg obustronng funkcji,
jezeli jest jednoczeSnie jej asymptotg lewostronng i prawostronng.

Twierdzenie 7. (o lokalizacji asymptot pionowych funkcji)
Funkcja elementarna moze mieC asymptoty pionowe jedynie
w skonczonych krancach dziedziny, ktore do niej nie nalezg.
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Definicja 10. (asymptota ukosna funkcji)
Prosta y = ax 4+ b nazywamy asymptotg ukosng funkcji f w 4o
jezeli spetniony jest warunek:

lim [f(z) — (ax +b)] = 0.

T—> 0O
Prosta y = ax + b nazywamy asymptotg ukosng funkcji f w —oo
jezeli spetniony jest warunek:

lim [f(xz) — (ax + b)] = 0.

T—r—0OC0

Uwaga 8. Jezeli wspotczynnik ¢ = 0, to asymptote ukosSng nazy-
wamy pozioma.
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Twierdzenie 8. (warunek istnienia asymptoty ukosnej)

Prosta y = ax + b jest asymptota ukosng funkcji f w +oo wtedy
I tylko wtedy, gdy

o= lim 1) i b= lim [f(z) — ax].

T—r 00 €T T— 00

Prosta y = ax + b jest asymptotg ukosng funkcji f w —oo wtedy
I tylko wtedy, gdy

0= lim & i b= lim [f(z) — ax].

r——00 I Tr——00
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Cwiczenie 7. Znalez¢ asymptoty pionowe i ukosne podanych
funkcji:

548
2) f@)y =",
b) f(a) ="

c) f(z) =+vz2—1.
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Definicja 11. (funkcja ciagta w punkcie)
Funkcja f jest ciggta w punkcie xg wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = f(zo0).

T—I(Q

Uwaga 9. Funkcja jest ciggta w punkcie, gdy jej wykres nie ,,prze-
rywa’’ sie w tym punkcie.

Rysunek 8. Funkcja ciggta w punkcie.

Rysunek 9. Funkcja nieciggta w punkcie.
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Definicja 12. (funkcja ciggta na zbiorze)
Funkcja jest ciggta na zbiorze, jezeli jest ciggta w kazdym punkcie
tego zbioru.

Uwaga 10. Funkcja jest ciggta na zbiorze, gdy jej wykres mozna
narysowacC bez odrywania reki od rysunku.

Definicja 13. (nieciggtos¢ funkcji)
Funkcja f jest nieciggta w punkcie xg wtedy i tylko wtedy, gdy

nie istnieje granica xli_)rgof(:c) albo xli_)rgof(:c) #= f(xzg).
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Twierdzenie 9. (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu)
Jezeli funkcje f i g sq cigagte w punkcie xg, to
1. funkcja f & g jest ciggta w punkcie xqg;

2. funkcja f - g jest ciggta w punkcie xg;

3. funkcja i jest ciggta w punkcie xqg, o ile g(xg) # O.

9

Twierdzenie 10. (o ciggtosci funkcji ztozonej)
Jezeli funkcja f jest ciggta w punkcie xq i funkcja g jest ciggta

w punkcie yg = f(xqg), to funkcja ztoZzona g o f jest ciggta
W punkcie x.

25



Cwiczenie 8. Zbadac¢ ciggtos¢ funkcji

flz) =

(22 — 1

|z —1]
—2

\

dlaxz#* 1
dlax=1

Cwiczenie 9. Dla jakich a,b € R funkcja

Jjest ciggta.

g(x) = 4

(ax — SIiNx

T

dla x > 0
dlaxz=20
dla x <0
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Twierdzenie 11. (Weierstrassa® o ograniczonosci funkcji ciggtej)
Jezeli funkcja jest ciagta na przedziale domknietym i ograniczo-
nym, to jest na nim ograniczona.

Twierdzenie 12. (DarbouxT O miejscach zerowych funkcji)
Jezeli funkcja ciggta na przedziale [a,b] spetnia warunek

fla) < f(b) to

v - = w.
we(F@.r) Teeten) ()=

*Karl Friedrich Weierstrass (1815-1897) - matematyk niemiecki.
fJean Gaston Darboux (1842-1917) - matematyk francuski
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Cwiczenie 10. Uzasadnié, ze podane rownania maja jedno roz-
wigzanie we wskazanych przedziatach:

a) :E4 — 4x7 (—OO, O] ’
b) I nz =2—-=z, [1,2].
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