
Granica i ci¡gªo±¢ funkcji

zmiennej rzeczywistej

Wykªad

• Podstawowe okre±lenia

• Twierdzenia o granicach wªa±ciwych i niewªa±ciwych funkcji

• Asymptoty funkcji

• Ci¡gªo±¢ funkcji



De�nicja 1. (Heinego* granicy wªa±ciwej funkcji w punkcie)

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ wªa±ciw¡ g, co

zapisujemy:

lim
x→x0

f(x) = g,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ci¡gu (xn) o wyraz ze zbioru

Df \ {x0} i zbie»nego do punktu x0 ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do

punktu g, tzn.

∀xn⊂Df\{x0}
[(

lim
n→∞xn = x0

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) = g

)]
.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna granicy funkcji w punk-

cie.

*Eduard Heinrich Heine (1821-1881) - matematyk niemiecki.
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De�nicja 2. (Heinego granicy wªa±ciwej lewostronnej funkcji

w punkcie)

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ wªa±ciw¡ lewo-

stronn¡ g, co zapisujemy:

lim
x→x−0

f(x) = g,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ci¡gu (xn) o wyraz ze

zbioru Df \ {x0} i takich, »e xn < x0, zbie»nego do punktu x0
ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do punktu g, tzn.

∀xn⊂Df\{x0},xn<x0
[(

lim
n→∞xn = x0

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) = g

)]
.
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De�nicja 3. (Heinego granicy wªa±ciwej prawostronnej funkcji

w punkcie)

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ wªa±ciw¡ prawo-

stronn¡ g, co zapisujemy:

lim
x→x+0

f(x) = g,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ci¡gu (xn) o wyraz ze

zbioru Df \ {x0} i takich, »e xn > x0, zbie»nego do punktu x0
ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do punktu g, tzn.

∀xn⊂Df\{x0},xn>x0
[(

lim
n→∞xn = x0

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) = g

)]
.

Rysunek 2. Interpretacja geometryczna granic jednostronnych

funkcji w punkcie.
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De�nicja 4. (Heinego granicy niewªa±ciwej funkcji w punkcie)

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ niewªa±ciw¡ ∞,

co zapisujemy:

lim
x→x0

f(x) =∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀xn⊂Df\{x0}
[(

lim
n→∞xn = x0

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) =∞

)]
.

Rysunek 3. Interpretacja geometryczna granicy niewªa±ciwej funk-

cji w punkcie.
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Twierdzenie 1. (warunek konieczny i wystarczaj¡cy istnienia gra-

nicy)

Funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ wªa±ciw¡ (niewªa±ciw¡) wtedy

i tylko wtedy, gdy

lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+0

f(x).

Wspólna warto±¢ granic jednostronnych jest wtedy granic¡ funk-

cji.
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De�nicja 5. (Heinego granicy wªa±ciwej funkcji w niesko«czono-

±ci)

Mówimy, »e funkcja f ma w∞ granic¦ wªa±ciw¡ g, co zapisujemy:

lim
x→∞ f(x) = g,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀xn⊂Df
[(

lim
n→∞xn =∞

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) = g

)]
.

Uwaga 1. W analogiczny sposób okre±la si¦ granic¦ wªa±ciw¡

funkcji w −∞.

Rysunek 4. Interpretacja geometryczna granicy wªa±ciwej funkcji

w niesko«czono±ci.
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De�nicja 6. (Heinego granicy niewªa±ciwej funkcji

w niesko«czono±ci)

Mówimy, »e funkcja f ma w ∞ granic¦ niewªa±ciw¡ ∞,

co zapisujemy:

lim
x→∞ f(x) =∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀xn⊂Df
[(

lim
n→∞xn =∞

)
=⇒

(
lim
n→∞ f(xn) =∞

)]
.

Uwaga 2.W analogiczny sposób okre±la si¦ granic¦ niewªa±ciw¡

funkcji w −∞.

Rysunek 5. Interpretacja geometryczna granicy niewªa±ciwej funk-

cji w niesko«czono±ci.
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Twierdzenie 2. (o arytmetyce granic funkcji)

Je»eli funkcje f i g maj¡ granice wªa±ciwe w punkcie x0, to

1. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x),

2. lim
x→x0

(c · f(x)) = c · lim
x→x0

f(x), gdzie c ∈ R,
3. lim

x→x0
(f(x) · g(x)) = lim

x→x0
f(x) · lim

x→x0
g(x),

4. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, o ile lim

x→x0
g(x) 6= 0,

5. lim
x→x0

(f(x))g(x) =
(

lim
x→x0

f(x)
) lim
x→x0

g(x)
.

Uwaga 3. Powy»sze twierdzenia s¡ prawdziwe tak»e dla granic

jednostronnych funkcji w punkcie x0 oraz dla granic w −∞ i ∞.
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�wiczenie 1.Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic oblicz:

a) lim
x→1

x3 − 1

x4 − 1
;

b) lim
x→∞

2 · 5x − 2x

3x − 4 · 5x
;

c) lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
.
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Twierdzenie 3. (o granicy funkcji zªo»onej)

Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki:

1. lim
x→x0

f(x) = y0,

2. f(x) 6= y0 dla ka»dego x ∈ Df \ {x0},
3. lim

y→y0
g(y) = q,

to lim
x→x0

g(f(x)) = q.

Uwaga 4. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe tak»e dla pozo-

staªych typów granic.

�wiczenie 2.Korzystaj¡c z twierdzenia o granicy funkcji zªo»onej

oblicz:

a) lim
x→0−

1

sinx
; b) lim

x→∞ e
1
x; c) lim

x→0+
arctan

1

x
.
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Twierdzenie 4. (o trzech funkcjach)

Je»eli funkcje f, g, h speªniaj¡ warunki:

1. f(x) 6 g(x) 6 h(x) dla ka»dego x ∈ Df \ {x0},
2. lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
h(x) = p,

to lim
x→x0

g(x) = p.

Uwaga 5. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe tak»e dla gra-

nic wªa±ciwych jednostronnych oraz dla granic wªa±ciwych w

niesko«czono±ci.

�wiczenie 3. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech funkcjach ob-

licz:

a) lim
x→0

x2(2 + cos
1

x
); b) lim

x→−∞
ex sinx.
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Twierdzenie 5. (o dwóch funkcjach)

Je»eli funkcje f, g speªniaj¡ warunki:

1. f(x) 6 g(x) dla ka»dego x ∈ Df \ {x0},
2. lim

x→x0
f(x) =∞,

to lim
x→x0

g(x) =∞.

Uwaga 6. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe tak»e dla pozo-

staªych typów granic.

�wiczenie 4. Korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch funkcjach ob-

licz:

a) lim
x→0+

2+ cos
1

x√
x

; b) lim
x→∞(sinx− ex).
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Twierdzenie 6. (o granicach niewªa±ciwych funkcji)

p+∞ =∞ p · ∞ =∞
p
∞ = 0 p

0+
=∞

p∞ = 0 dla 0+ 6 p < 1 p∞ =∞ dla p > 1
∞q = 0 dla q < 0 ∞q =∞ dla q > 0

Uwaga 7. Równo±ci podane w tabelce s¡ symboliczn¡ form¡ za-

pisu odpowiednich twierdze«.

�wiczenie 5.Oblicz:

a) lim
x→1+

(
x2 − 1

x− 1
+ ln

1

x− 1

)
; b) lim

x→0

cos 2x

sin2 x
.
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De�nicja 7. (wyra»enia nieoznaczone)

Symbole:

∞−∞ 0 · ∞
0

0

∞
∞

1∞ ∞0 00

nazywamy wyra»eniami nieoznaczonymi. Ich warto±ci zale»¡ od

postaci funkcji je tworz¡cych. Zilustrujemy to na przykªadzie

nieoznaczono±ci 0 · ∞.
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Przykªad 1.We¹my funkcje f i g speªniaj¡ce warunki:

lim
x→0

f(x) = 0, lim
x→0

g(x) =∞. Wtedy granica lim
x→0

f(x)g(x)

przyjmuje ró»ne warto±ci albo nie istnieje.

a) Niech f(x) = x oraz g(x) =
1

x2
. Wtedy lim

x→0
f(x)g(x) - nie

istnieje.

b) Niech f(x) = px2 oraz g(x) =
1

x2
, gdzie p ∈ R. Wtedy

lim
x→0

f(x)g(x) = p.

c) Niech f(x) = x2 oraz g(x) =
1

x4
. Wtedy lim

x→0
f(x)g(x) =∞.

d) Niech f(x) = −x2 oraz g(x) =
1

x4
. Wtedy lim

x→0
f(x)g(x) = −∞.
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Granice podstawowych wyra»e« nieoznaczonych

lim
x→0

sinx

x
= 1 lim

x→0

tanx

x
= 1

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a lim

x→0

ex − 1

x
= 1

lim
x→0

loga (1 + x)

x
= loga e lim

x→0

ln (1 + x)

x
= 1

lim
x→±∞

(
1+

1

x

)x
= e lim

x→±∞

(
1−

1

x

)x
=

1

e

lim
x→0

arcsinx

x
= 1 lim

x→0

arctanx

x
= 1
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�wiczenie 6.Oblicz podane granice:

a) lim
x→0

sin 7x

sin 5x
;

b) lim
x→∞

(
3x+5

3x+7

)x+1
;

c) lim
x→π

2

(1 + cosx)
1

2x−π .
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De�nicja 8. (asymptota pionowa lewostronna i prawostronna)

Prost¡ x = a nazywamy asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ funkcji

f , je»eli

lim
x→a−

f(x) = ±∞.

Prost¡ x = a nazywamy asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ funkcji

f , je»eli

lim
x→a+

f(x) = ±∞.

Rysunek 6. Asymptota pionowa lewostronna.

Rysunek 7. Asymptota pionowa prawostronna.
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De�nicja 9. (asymptota pionowa obustronna)

Prost¡ x = a nazywamy asymptot¡ pionow¡ obustronn¡ funkcji,

je»eli jest jednocze±nie jej asymptot¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

Twierdzenie 7. (o lokalizacji asymptot pionowych funkcji)

Funkcja elementarna mo»e mie¢ asymptoty pionowe jedynie

w sko«czonych kra«cach dziedziny, które do niej nie nale»¡.
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De�nicja 10. (asymptota uko±na funkcji)

Prost¡ y = ax+ b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w +∞
je»eli speªniony jest warunek:

lim
x→∞ [f(x)− (ax+ b)] = 0.

Prost¡ y = ax+ b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w −∞
je»eli speªniony jest warunek:

lim
x→−∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.

Uwaga 8. Je»eli wspóªczynnik a = 0, to asymptot¦ uko±n¡ nazy-

wamy poziom¡.
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Twierdzenie 8. (warunek istnienia asymptoty uko±nej)

Prosta y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w +∞ wtedy

i tylko wtedy, gdy

a = lim
x→∞

f(x)

x
i b = lim

x→∞ [f(x)− ax] .

Prosta y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w −∞ wtedy

i tylko wtedy, gdy

a = lim
x→−∞

f(x)

x
i b = lim

x→−∞
[f(x)− ax] .

21



�wiczenie 7. Znale¹¢ asymptoty pionowe i uko±ne podanych

funkcji:

a) f(x) =
x3 +8

x2 − 4
;

b) f(x) =
sinx

x2
;

c) f(x) =
√
x2 − 1.
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De�nicja 11. (funkcja ci¡gªa w punkcie)

Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Uwaga 9. Funkcja jest ci¡gªa w punkcie, gdy jej wykres nie �prze-

rywa� si¦ w tym punkcie.

Rysunek 8. Funkcja ci¡gªa w punkcie.

Rysunek 9. Funkcja nieci¡gªa w punkcie.
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De�nicja 12. (funkcja ci¡gªa na zbiorze)

Funkcja jest ci¡gªa na zbiorze, je»eli jest ci¡gªa w ka»dym punkcie

tego zbioru.

Uwaga 10. Funkcja jest ci¡gªa na zbiorze, gdy jej wykres mo»na

narysowa¢ bez odrywania r¦ki od rysunku.

De�nicja 13. (nieci¡gªo±¢ funkcji)

Funkcja f jest nieci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

nie istnieje granica lim
x→x0

f(x) albo lim
x→x0

f(x) 6= f(x0).
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Twierdzenie 9. (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to

1. funkcja f ± g jest ci¡gªa w punkcie x0;

2. funkcja f · g jest ci¡gªa w punkcie x0;

3. funkcja
f

g
jest ci¡gªa w punkcie x0, o ile g(x0) 6= 0.

Twierdzenie 10. (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 i funkcja g jest ci¡gªa

w punkcie y0 = f(x0), to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa

w punkcie x0.
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�wiczenie 8. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji

f(x) =


x2 − 1

|x− 1|
dla x 6= 1

−2 dla x = 1

.

�wiczenie 9.Dla jakich a, b ∈ R funkcja

g(x) =


ax− sinx

x
dla x > 0

b dla x = 0

e
1
x dla x < 0

jest ci¡gªa.
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Twierdzenie 11. (Weierstrassa* o ograniczono±ci funkcji ci¡gªej)

Je»eli funkcja jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym i ograniczo-

nym, to jest na nim ograniczona.

Twierdzenie 12. (Darboux� o miejscach zerowych funkcji)

Je»eli funkcja ci¡gªa na przedziale [a, b] speªnia warunek

f(a) < f(b) to

∀
w∈
(
f(a),f(b)

) ∃c∈(a,b) f(c) = w.

*Karl Friedrich Weierstrass (1815-1897) - matematyk niemiecki.
�Jean Gaston Darboux (1842-1917) - matematyk francuski
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�wiczenie 10. Uzasadni¢, »e podane równania maj¡ jedno roz-

wi¡zanie we wskazanych przedziaªach:

a) x4 = 4x, (−∞,0];
b) lnx = 2− x, [1,2].
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