Programowanie liniowe

Analiza wrazliwosci
e Macierze obrotu
e Zmiany w wyrazach wolnych ograniczen

e Zmiany we wspotczynnikach funkcji celu



Wiele programow liniowych posiada dane, ktdre zmieniajg sie od
czasu do czasu. Dla przyktadu w modelu produkcyjnym, moga
zmieniaC sie ceny sprzedazy wybranych produktow albo dostep-
noSC danego surowca czy srodka produkcji. Analizowanie jak roz-
wigzanie optymalne zmienia sie wraz ze zmiang roznych danych
modelu moze dostarczaC bardzo przydatnych informacji. Ogot
technik zwigzanych z tym tematem nosi nazwe analizy wrazliwo-
sci lub analizy postoptymalizacyjnée;.

Ponizej pokazemy, ze analiza wrazliwoSci zazwyczaj nie wymaga
ponownego rozwigzania catego programu liniowego z nowymi da-
nymi. Czesto tablica optymalna wyjsciowego problemu moze zo-
staC uzyta do otrzymania rozwigzania problemu ze zmienionymi
danymi.



MACIERZE OBROTU

Definicja 1. Macierzg obrotu nazywamy macierz kwadratowg @
taka, ze pomnozenie tablicy (rozumianej jako macierz):
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przez () daje taki sam efekt jak wykonanie serii obrotow na tablicy
M.

Uwaga 1. Macierze obrotu sg waznym narzedziem w ulepszonej
metodzie sympleks oraz w analizie wrazliwosci.



Jezeli My otrzymujemy z tablicy M przez pojedynczy obrot,
wtedy dosyC tatwo otrzymacC macierz obrotu )¢ taka, ze

M, = Q1 M.

Wystarczy zastosowacl regufte:

,Zrobi€C z macierzg jednostkowg to co zrobiono z macierzg M"’



Aby zilustrowal powyzszg regute i skonstruowaC macierz obrotu
Q1 taka, ze M1 = Q1M rozwazmy nastepujaca tablice z zazna-
CzOong 0Sig obrotu:
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Stosujac regute wykonamy przeksztatcenia elementarne na wier-
szach macierzy jednostkowej I jakie wykonalibySmy robigc obrot
tablicy wokdt zaznaczonego elementu. Tablica M ma trzy wier-
sze, wiec uzywamy tutaj macierzy
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Wykonujemy nastepujgce przeksztatcenia na macierzy I:

- do wiersza pierwszego dodajemy wiersz trzeci,

- 0od wiersza drugiego odejmujemy wiersz trzeci podzielony przez 2,
- wiersz trzeci dzielimy przez 2.

Daje to macierz:
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Uwaga 2. Zauwazmy, ze pierwsza kolumna macierzy obrotu za-
wsze bedzie pierwszg kolumna jednostkowg z uwagi na fakt, ze
wiersz pierwszy tablicy M (wiersz funkcji celu) nigdy nie bedzie
wierszem obrotu.



Wykonujgc mnozenie macierzy QM dostajemy tablice identyczng
jak po wykonaniu obrotu:
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W przypadku, gdy mamy juz wyznaczong tablice M7 (tzn. wyko-
naliSmy juz obrdt tablicy M) macierz obrotu mozemy odczytac
bezpoSrednio z tablicy M;.

Tablica M jest w postaci kanonicznej, zatem zawiera wszystkie
kolumny jednostkowe oprocz pierwszej. Ale pierwsza kolumna
W ()1 Jjest zawsze pierwszg kolumng jednostkowaq, wiec potrze-
bujemy jedynie wiedzieC jak pozostate kolumny jednostkowe s3
przeksztatcane na skutek obrotu. Gdy znamy tablice My, wystar-
czy odczytaC w co zostaty przeksztatcone kolumny jednostkowe
z tablicy M - daja one kolejne kolumny w macierzy obrotu Q1.

Uwaga 3. W analogiczny sposdb mozemy wyznaczyC macierz ob-
rotu przeprowadzajaca pierwszga tablice sympleksowg w ostatnia
tablice sympleksows.



ZMIANY W WYRAZACH WOLNYCH OGRANICZEN

Jeszcze raz odwotajmy sie do przyktadu rozwigzanego poprzed-
nio na dwa sposoby: metoda graficzng i za pomoca algorytmu
sympleks.

Przyktad 1.

Zaktad moze wytwarzaC dwa wyroby Pq i P>. Ich produkcja jest
limitowana ze wzgledu na ograniczone zasoby trzech surowcow:
S1, So i 53. Posiadane zapasy tych surowcdow, zyski jednostkowe
ze sprzedazy produktdw oraz naktady jednostkowe poszczegol-
nych surowcow zwigzane z produkcjg podaje ponizsza tabela.

P11 P> | Zasoby
S1 2 2 14
So 1 2 8
S3 4 0 16
Zyski | 2 3




Przypomnijmy pierwszg i ostatnig tablice (tzn. optymalng) tego
problemu:
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Znajac te dwie tablice mozemy podaC macierz obrotu Q taka, ze
To = QTA. Mamy
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(Analiza dla by)

PrzypuSCmy teraz, ze zapas pierwszego surowca S1 W naszym
problemie wynosi 14 + a jednostek zamiast 14 jednostek, gdzie
zmiana a moze by¢ dodatnia lub ujemna. Zeby przeanalizowac
jak ta zmiana wptywa na rozwigzanie optymalne, rozwazmy na-
stepujaca tablice T;l, ktdora rdzni sie od oryginalnej tablicy Ty
tvylko tym, ze 14 4+ a zastepuje 14 w kolumnie statych.

0O |[-2 -3 0 0 O
o _ |144+a| 2 2 1 00
AT 3 1 2 0 1 0

16 4 0 0 0 1
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Jezeli wykonamy na T;l t3 sama serie obrotow, ktora przeksztatca
Ty na Ty otrzymamy tablice: T'C = QTA. Poniewaz T(IJ rozni sie
od T tylko kolumng statych, potrzebujemy obliczyC tylko te
kolumne. W efekcie dostajemy:

10 3 % 0o 1 [ 14 ]
01 -1 —3 144+a | | 24a
0 O % _% 8 — 2
oo o z]L 16 1 | 4 |
Dostajemy tablice postaci:

14 |0 0 0 3 &
- 24+a|0 0 1 -1 —z
¢ 2 |01 0 3 -3

4 |1 00 O 2
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Ta tablica bedzie optymalna, jezeli

24+a=>0

czyli musi byC a > —2. Daje nam to dopuszczalny przedziat dla
pierwszego surowca: by € [12,4o00). Wektor optymalny i wartosc
optymalna pozostajg bez zmian. Zmiana zasobow tego surowca
W przedziale dopuszczalnym nie wptywa na rozwigzanie.
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(Analiza dla b>)

PrzypuSCmy teraz, ze zapas drugiego surowca S> wynosi 8 4+ b
jednostek zamiast 8jednostek/, gdzie zmiana b moze byC dodatnia
lub ujemna. Wtedy tablica 7', jest postaci:

0 |-2 -3 0 0 O
o 14 2 2 1 0 O
A 7 |84l 1 2 0 1 0

16 4 0 0 0 1

Przemnazamy macierz obrotu przez kolumne wyrazow wolnych

10 3 g][ o ] [1a+3
01 -1 — 14 | _ | 2-b
0 0 %—% 8+b | | 243
oo o ZJL 6T | 4
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| dostajemy nowag tablice:

3 3 T

14+356|0 0 0 3 ?

o= | 0 010 1

2+56 10 1 0 3 —§

4 1 0 0 O I
Ta tablica pozostaje optymalna, jezeli
1

2—-b>0 i 2—|—§b>o

co zachodzi o ile: —4 < b < 2. Daje nam to dopuszczalny
przedziat dla drugiego surowca: by € [4,10].

Nowy wektor optymalny jest postaci x = [4,2—|—%b , wartoscC

optymalna wynosi z(z) = 14—|—%b. Przyktadowo dla b = 2 mamy
7 = [4,3]1 i wartosé z(z) = 17.

}T
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(Analiza dla b3)

PrzypuSCmy teraz, ze zapas trzeciego surowca S3 wynosi 16 + ¢
jednostek zamiast 16 jednostek, gd/zie zmiana ¢ moze byC do-
datnia lub ujemna. Wtedy tablica T, jest postaci:

0O [-2 -3 0 0 O
o 14 2 2 1 0 O
A 38 1 2 0 1 0O

164+c| 4 0 0 0 1

Przemnazamy macierz obrotu przez kolumne wyrazow wolnych

(10 3 % 0o 1 [1443c]
01 -1 — 14 | _ | 2—zc
0 0 %—% 8 - —%c
00 0 z|L16+c] | 4a42c
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| dostajemy nowag tablice:

T 3 T
T/ _ — ZC O O 1 —1 —Z
¢ —% 010 32 —%
4—|—Zc 1 0 0 O I
Ta tablica pozostaje optymalna, jezeli
1 . 1 . 1
2———0>0 | 2———0c>0 | 4+ —c >0
4 8 4
co zachodzi o ile: —16 < ¢ < 8. Daje nam to dopuszczalny

przedziat dla trzeciego surowca: b3 € [0, 24].

T
Nowy wektor optymalny jest postaci z = [4—|— 7C; 2 — 8c . war-

tos¢ optymalna wyn03| z(z) = 14 + 3 1. Przyktadowo dla ¢ = 8
mamy z = [6,1]7 i wartosé z(z) = 15
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ZMIANY WE WSPOLCZYNNIKACH FUNKCJI CELU

Z analizy metody graficznej rozwigzywania programow liniowych
wiemy, ze wierzchotek zbioru dopuszczalnego moze byC punktem
optymalnym dla wielu roznych funkcji celu.

W rzeczywistosci dosyC tatwo okreSli€ zakres o jaki pojedynczy
wspotczynnik funkcji celu moze sie ro6zni€ od oryginalnego bez
zmiany wektora optymalnego.
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(Analiza dla cq)

Niech teraz dla naszego przyktadu, p oznacza zmiane w zysku
ze sprzedazy pierwszego wyrobu. Przyjmujemy wiec, ze zysk
ze sprzedazy pierwszego wyrobu wynosi teraz 2 4+ p zamiast 2.
Zatem poczatkowa tablica sympleksowa przyjmuje postac:

0O|—-2—p -3 0 0 O
oo |14 2 2 1 0 O
A 7 | 8 1 2 01 0

16| 4 O 0 0 1
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Wykonujac na tablicy TA te sama serie obrotdow, ktorg wykonali-
Smy przechodzac od Ty do T, otrzymamy nastepujaca tablice:

14/-p 0 0 2 3

1 1

T, = 20011411
201o§—§
411 00 0 g4

Widac€, ze rb6zni sie ona od tablicy optymalnej jedynie wspot-
czynnikiem cj. Zeby przekonaé sie, ze to poprawna postac ta-
blicy wystarczy zastosowaC macierz obrotu i wykona mnozenie:
T, = QT).

20



Tablica T;l rozni sie od oryginalnej Ty tylko kolumng x1, zatem
to mnozenie wystarczy wykonacC tylko dla kolumny z.
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1 3 g |[-2-pr —p |
01 -1 —z g |l o0
0 O %_% 1 | 0
oo o zZ|L 4 1 L1
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Zauwazmy, ze tablica Téj nie jest w postaci kanonicznej. Wyko-

nujemy zatem obrot zgodnie z zasadg sympleks wokdt zaznaczo-
nego elementu

14/-p 0 0 3 3

, 2/ 0 0 1 -1 —=

Te = 1 1

2/ 01 0 3 :

4/ 100 0 %

| dostajemy:

144+4p|0 0 0 2 z+4zp

p 2 000 1 -1 —=+
Te = 1 1
2 010 3 -

1

4 1 00 O =
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Ta tablica pozostaje w postaci optymalnej, jezeli
1 1
—+-p=0
g T 4P

co zachodzi dla: p > —3. Daje nam to dopuszczalny przedziat

cenowy dla pierwszego wspofczynnika: cq € B,—Foo}.
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(Analiza dla c»)

Niech ¢ oznacza zmiane w zysku ze sprzedazy drugiego wyrobu.
Przyjmujemy wiec, ze zysk ze sprzedazy drugiego wyrobu wynosi
teraz 3 + g zamiast 3. Zatem poczatkowa tablica sympleksowa
przyjmuje postac:

O -2 -3—-q O

TA —

OoOrr O o
=R O OO

1
3 1 2 O
O
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Wykonujac na tablicy T;l te sama serie obrotdow, ktorg wykonali-
Smy przechodzac od Ty do T, otrzymamy nastepujaca tablice:

14/ 0 —qg O % %

1 —=

T/C' _ 2/0 01 } 4
2/0 1 0 5 8

4171 0 0 0 2

ROzni sie ona od tablicy optymalnej jedynie wspdfczynnikiem c».
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Tablica Téj nie jest w postaci kanonicznej. Wykonujemy zatem
obrot zgodnie z zasada sympleks wokdt zaznaczonego elementu

14/0 —¢q 0 3 3
, 2/0 0 1 -1 —=
Te = 1 1
2/0 1 0 3 :
4/1 0 0 O gz
| dostajemy:
14+2q|0 0 O %—I—%q %—%q
/" 2 O 0 1 -1 _1
Te = 1 1
2 0 1 0 5 -
1
4 1 0 O 0 n
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Ta tablica bedzie w postaci optymalnej, jezeli

3 1 11
L300 i S —Zg>0
> T 54 s g’

CO zachodzidla: —3 < g < 1. Daje nam to dopuszczalny przedziat
dla drugiego wspotczynnika funkcji celu: co € [0, 4].
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