
Programowanie liniowe

Analiza wra»liwo±ci

• Macierze obrotu

• Zmiany w wyrazach wolnych ogranicze«

• Zmiany we wspóªczynnikach funkcji celu



Wiele programów liniowych posiada dane, które zmieniaj¡ si¦ od

czasu do czasu. Dla przykªadu w modelu produkcyjnym, mog¡

zmienia¢ si¦ ceny sprzeda»y wybranych produktów albo dost¦p-

no±¢ danego surowca czy ±rodka produkcji. Analizowanie jak roz-

wi¡zanie optymalne zmienia si¦ wraz ze zmian¡ ró»nych danych

modelu mo»e dostarcza¢ bardzo przydatnych informacji. Ogóª

technik zwi¡zanych z tym tematem nosi nazw¦ analizy wra»liwo-

±ci lub analizy postoptymalizacyjnej.

Poni»ej poka»emy, »e analiza wra»liwo±ci zazwyczaj nie wymaga

ponownego rozwi¡zania caªego programu liniowego z nowymi da-

nymi. Cz¦sto tablica optymalna wyj±ciowego problemu mo»e zo-

sta¢ u»yta do otrzymania rozwi¡zania problemu ze zmienionymi

danymi.
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MACIERZE OBROTU

De�nicja 1.Macierz¡ obrotu nazywamy macierz kwadratow¡ Q

tak¡, »e pomno»enie tablicy (rozumianej jako macierz):

M =

−d cT

b A

przez Q daje taki sam efekt jak wykonanie serii obrotów na tablicy

M .

Uwaga 1.Macierze obrotu s¡ wa»nym narz¦dziem w ulepszonej

metodzie sympleks oraz w analizie wra»liwo±ci.

2



Je»eli M1 otrzymujemy z tablicy M przez pojedynczy obrót,

wtedy dosy¢ ªatwo otrzyma¢ macierz obrotu Q1 tak¡, »e

M1 = Q1M.

Wystarczy zastosowa¢ reguª¦:

�Zrobi¢ z macierz¡ jednostkow¡ to co zrobiono z macierz¡ M�
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Aby zilustrowa¢ powy»sz¡ reguª¦ i skonstruowa¢ macierz obrotu

Q1 tak¡, »e M1 = Q1M rozwa»my nast¦puj¡c¡ tablic¦ z zazna-

czon¡ osi¡ obrotu:

M =
-3 0 1 0 -2
3 1 1 0 1
2 0 -4 1 2

Stosuj¡c reguª¦ wykonamy przeksztaªcenia elementarne na wier-

szach macierzy jednostkowej I jakie wykonaliby±my robi¡c obrót

tablicy wokóª zaznaczonego elementu. Tablica M ma trzy wier-

sze, wi¦c u»ywamy tutaj macierzy

I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Wykonujemy nast¦puj¡ce przeksztaªcenia na macierzy I:

- do wiersza pierwszego dodajemy wiersz trzeci,

- od wiersza drugiego odejmujemy wiersz trzeci podzielony przez 2,

- wiersz trzeci dzielimy przez 2.

Daje to macierz:

Q1 =


1 0 1
0 1 −1

2
0 0 1

2

 .

Uwaga 2. Zauwa»my, »e pierwsza kolumna macierzy obrotu za-

wsze b¦dzie pierwsz¡ kolumn¡ jednostkow¡ z uwagi na fakt, »e

wiersz pierwszy tablicy M (wiersz funkcji celu) nigdy nie b¦dzie

wierszem obrotu.
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Wykonuj¡c mno»enie macierzy QM dostajemy tablic¦ identyczn¡

jak po wykonaniu obrotu:

M1 = Q1M =

-1 0 -3 1 0
2 1 3 -12 0
1 0 -2 1

2 1

6



W przypadku, gdy mamy ju» wyznaczon¡ tablic¦ M1 (tzn. wyko-

nali±my ju» obrót tablicy M) macierz obrotu mo»emy odczyta¢

bezpo±rednio z tablicy M1.

Tablica M jest w postaci kanonicznej, zatem zawiera wszystkie

kolumny jednostkowe oprócz pierwszej. Ale pierwsza kolumna

w Q1 jest zawsze pierwsz¡ kolumn¡ jednostkow¡, wi¦c potrze-

bujemy jedynie wiedzie¢ jak pozostaªe kolumny jednostkowe s¡

przeksztaªcane na skutek obrotu. Gdy znamy tablic¦ M1 wystar-

czy odczyta¢ w co zostaªy przeksztaªcone kolumny jednostkowe

z tablicy M - daj¡ one kolejne kolumny w macierzy obrotu Q1.

Uwaga 3.W analogiczny sposób mo»emy wyznaczy¢ macierz ob-

rotu przeprowadzaj¡c¡ pierwsz¡ tablic¦ sympleksow¡ w ostatni¡

tablic¦ sympleksow¡.
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ZMIANY W WYRAZACH WOLNYCH OGRANICZE�

Jeszcze raz odwoªajmy si¦ do przykªadu rozwi¡zanego poprzed-
nio na dwa sposoby: metod¡ gra�czn¡ i za pomoc¡ algorytmu
sympleks.

Przykªad 1.
Zakªad mo»e wytwarza¢ dwa wyroby P1 i P2. Ich produkcja jest
limitowana ze wzgl¦du na ograniczone zasoby trzech surowców:
S1, S2 i S3. Posiadane zapasy tych surowców, zyski jednostkowe
ze sprzeda»y produktów oraz nakªady jednostkowe poszczegól-
nych surowców zwi¡zane z produkcj¡ podaje poni»sza tabela.

P1 P2 Zasoby
S1 2 2 14
S2 1 2 8
S3 4 0 16

Zyski 2 3
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Przypomnijmy pierwsz¡ i ostatni¡ tablic¦ (tzn. optymaln¡) tego

problemu:

TA =

0 -2 -3 0 0 0
14 2 2 1 0 0
8 1 2 0 1 0
16 4 0 0 0 1

TC =

14 0 0 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4
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Znaj¡c te dwie tablice mo»emy poda¢ macierz obrotu Q tak¡, »e

TC = QTA. Mamy

Q =


1 0 3

2
1
8

0 1 −1 −1
4

0 0 1
2 −

1
8

0 0 0 1
4

 .
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(Analiza dla b1)

Przypu±¢my teraz, »e zapas pierwszego surowca S1 w naszym

problemie wynosi 14 + a jednostek zamiast 14 jednostek, gdzie

zmiana a mo»e by¢ dodatnia lub ujemna. �eby przeanalizowa¢

jak ta zmiana wpªywa na rozwi¡zanie optymalne, rozwa»my na-

st¦puj¡c¡ tablic¦ T
′
A, która ró»ni si¦ od oryginalnej tablicy TA

tylko tym, »e 14+ a zast¦puje 14 w kolumnie staªych.

T
′
A =

0 -2 -3 0 0 0
14+ a 2 2 1 0 0

8 1 2 0 1 0
16 4 0 0 0 1
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Je»eli wykonamy na T
′
A t¡ sam¡ seri¦ obrotów, która przeksztaªca

TA na TC otrzymamy tablic¦: T
′
C = QT

′
A. Poniewa» T

′
C ró»ni si¦

od TC tylko kolumn¡ staªych, potrzebujemy obliczy¢ tylko t¦

kolumn¦. W efekcie dostajemy:
1 0 3

2
1
8

0 1 −1 −1
4

0 0 1
2 −

1
8

0 0 0 1
4




0
14+ a

8
16

 =


14

2+ a
2
4


Dostajemy tablic¦ postaci:

T
′
C =

14 0 0 0 3
2

1
8

2+ a 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4
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Ta tablica b¦dzie optymalna, je»eli

2+ a > 0

czyli musi by¢ a > −2. Daje nam to dopuszczalny przedziaª dla

pierwszego surowca: b1 ∈ [12,+∞). Wektor optymalny i warto±¢

optymalna pozostaj¡ bez zmian. Zmiana zasobów tego surowca

w przedziale dopuszczalnym nie wpªywa na rozwi¡zanie.
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(Analiza dla b2)

Przypu±¢my teraz, »e zapas drugiego surowca S2 wynosi 8 + b
jednostek zamiast 8 jednostek, gdzie zmiana b mo»e by¢ dodatnia
lub ujemna. Wtedy tablica T

′
A jest postaci:

T
′
A =

0 -2 -3 0 0 0
14 2 2 1 0 0

8+ b 1 2 0 1 0
16 4 0 0 0 1

Przemna»amy macierz obrotu przez kolumn¦ wyrazów wolnych
1 0 3

2
1
8

0 1 −1 −1
4

0 0 1
2 −

1
8

0 0 0 1
4




0
14

8+ b
16

 =


14+ 3

2b
2− b

2+ 1
2b

4


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i dostajemy now¡ tablic¦:

T
′
C =

14+ 3
2b 0 0 0 3

2
1
8

2− b 0 0 1 -1 −1
4

2+ 1
2b 0 1 0 1

2 −1
8

4 1 0 0 0 1
4

Ta tablica pozostaje optymalna, je»eli

2− b > 0 i 2+
1

2
b > 0

co zachodzi o ile: −4 6 b 6 2. Daje nam to dopuszczalny
przedziaª dla drugiego surowca: b2 ∈ [4,10].

Nowy wektor optymalny jest postaci x̂ =
[
4,2+ 1

2b
]T
, warto±¢

optymalna wynosi z(x̂) = 14+ 3
2b. Przykªadowo dla b = 2 mamy

x̂ = [4,3]T i warto±¢ z(x̂) = 17.

15



(Analiza dla b3)

Przypu±¢my teraz, »e zapas trzeciego surowca S3 wynosi 16+ c
jednostek zamiast 16 jednostek, gdzie zmiana c mo»e by¢ do-
datnia lub ujemna. Wtedy tablica T

′
A jest postaci:

T
′
A =

0 -2 -3 0 0 0
14 2 2 1 0 0
8 1 2 0 1 0

16+ c 4 0 0 0 1

Przemna»amy macierz obrotu przez kolumn¦ wyrazów wolnych
1 0 3

2
1
8

0 1 −1 −1
4

0 0 1
2 −

1
8

0 0 0 1
4




0
14
8

16+ c

 =


14+ 1

8c

2− 1
4c

2− 1
8c

4+ 1
4c


16



i dostajemy now¡ tablic¦:

T
′
C =

14+ 1
8c 0 0 0 3

2
1
8

2− 1
4c 0 0 1 -1 −1

4
2− 1

8c 0 1 0 1
2 −1

8
4+1

4c 1 0 0 0 1
4

Ta tablica pozostaje optymalna, je»eli

2−
1

4
c > 0 i 2−

1

8
c > 0 i 4+

1

4
c > 0

co zachodzi o ile: −16 6 c 6 8. Daje nam to dopuszczalny
przedziaª dla trzeciego surowca: b3 ∈ [0,24].

Nowy wektor optymalny jest postaci x̂ =
[
4+ 1

4c,2−
1
8c

]T
, war-

to±¢ optymalna wynosi z(x̂) = 14 + 1
8c. Przykªadowo dla c = 8

mamy x̂ = [6,1]T i warto±¢ z(x̂) = 15.

17



ZMIANY WE WSPÓ�CZYNNIKACH FUNKCJI CELU

Z analizy metody gra�cznej rozwi¡zywania programów liniowych

wiemy, »e wierzchoªek zbioru dopuszczalnego mo»e by¢ punktem

optymalnym dla wielu ró»nych funkcji celu.

W rzeczywisto±ci dosy¢ ªatwo okre±li¢ zakres o jaki pojedynczy

wspóªczynnik funkcji celu mo»e si¦ ró»ni¢ od oryginalnego bez

zmiany wektora optymalnego.
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(Analiza dla c1)

Niech teraz dla naszego przykªadu, p oznacza zmian¦ w zysku

ze sprzeda»y pierwszego wyrobu. Przyjmujemy wi¦c, »e zysk

ze sprzeda»y pierwszego wyrobu wynosi teraz 2 + p zamiast 2.

Zatem pocz¡tkowa tablica sympleksowa przyjmuje posta¢:

T
′
A =

0 −2− p -3 0 0 0
14 2 2 1 0 0
8 1 2 0 1 0
16 4 0 0 0 1
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Wykonuj¡c na tablicy T
′
A t¦ sam¡ seri¦ obrotów, któr¡ wykonali-

±my przechodz¡c od TA do TC, otrzymamy nast¦puj¡ca tablic¦:

T
′
C =

14 −p 0 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4

Wida¢, »e ró»ni si¦ ona od tablicy optymalnej jedynie wspóª-

czynnikiem c1. �eby przekona¢ si¦, »e to poprawna posta¢ ta-

blicy wystarczy zastosowa¢ macierz obrotu i wykona¢ mno»enie:

T
′
C = QT

′
A.
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Tablica T
′
A ró»ni si¦ od oryginalnej TA tylko kolumn¡ x1, zatem

to mno»enie wystarczy wykona¢ tylko dla kolumny x1.
1 0 3

2
1
8

0 1 −1 −1
4

0 0 1
2 −

1
8

0 0 0 1
4



−2− p

2
1
4

 =


−p
0
0
1


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Zauwa»my, »e tablica T
′
C nie jest w postaci kanonicznej. Wyko-

nujemy zatem obrót zgodnie z zasad¡ sympleks wokóª zaznaczo-

nego elementu

T
′
C =

14 −p 0 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4

i dostajemy:

T
′′
C =

14+ 4p 0 0 0 3
2

1
8 + 1

4p

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4
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Ta tablica pozostaje w postaci optymalnej, je»eli

1

8
+

1

4
p > 0

co zachodzi dla: p > −1
2. Daje nam to dopuszczalny przedziaª

cenowy dla pierwszego wspóªczynnika: c1 ∈
[
3
2,+∞

]
.
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(Analiza dla c2)

Niech q oznacza zmian¦ w zysku ze sprzeda»y drugiego wyrobu.

Przyjmujemy wi¦c, »e zysk ze sprzeda»y drugiego wyrobu wynosi

teraz 3 + q zamiast 3. Zatem pocz¡tkowa tablica sympleksowa

przyjmuje posta¢:

T
′
A =

0 −2 −3− q 0 0 0
14 2 2 1 0 0
8 1 2 0 1 0
16 4 0 0 0 1

24



Wykonuj¡c na tablicy T
′
A t¦ sam¡ seri¦ obrotów, któr¡ wykonali-

±my przechodz¡c od TA do TC, otrzymamy nast¦puj¡ca tablic¦:

T
′
C =

14 0 −q 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4

Ró»ni si¦ ona od tablicy optymalnej jedynie wspóªczynnikiem c2.
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Tablica T
′
C nie jest w postaci kanonicznej. Wykonujemy zatem

obrót zgodnie z zasad¡ sympleks wokóª zaznaczonego elementu

T
′
C =

14 0 −q 0 3
2

1
8

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4

i dostajemy:

T
′′
C =

14+ 2q 0 0 0 3
2 + 1

2q
1
8 −

1
8q

2 0 0 1 -1 −1
4

2 0 1 0 1
2 −1

8
4 1 0 0 0 1

4
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Ta tablica b¦dzie w postaci optymalnej, je»eli

3

2
+

1

2
q > 0 i

1

8
−

1

8
q > 0

co zachodzi dla: −3 6 q 6 1. Daje nam to dopuszczalny przedziaª

dla drugiego wspóªczynnika funkcji celu: c2 ∈ [0,4].
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