
Rozwi¡zywanie ukªadów równa« liniowych

Wykªad 3

• Metody bezpo±rednie: Gaussa i rozkªadu LU



Wprowadzenie.

Tre±¢ tego wykªadu stanowi¡ algorytmy (m.in. iteracyjne) sªu-

»¡ce do rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych. Za gªówny

cel stawiamy sobie omówienie aspektów numerycznych rozwi¡-

zywania takich ukªadów.

De�nicja 1. (ukªad równa« liniowych)

Ukªadem m równa« liniowych z n niewiadomymi x1, x2, . . . , xn,

gdzie m,n ∈ N nazywamy ukªad równa« postaci:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

gdzie aij, bi, xj ∈ R dla 1 6 i 6 m oraz 1 6 j 6 n.
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De�nicja 2. (rozwi¡zanie ukªadu równa«)

Rozwi¡zaniem ukªadu równa« liniowych nazywamy ci¡g (x1, x2, . . . , xn)

liczb rzeczywistych speªniaj¡cych ten ukªad.

De�nicja 3. (ukªad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony)

Rozpatrzmy dowolny ukªad równa« liniowych. Zachodzi jedna

z trzech mo»liwo±ci:

1. Zbiór rozwi¡za« jest zbiorem pustym. Ukªad taki nazywamy

ukªadem sprzecznym.

2. Zbiór rozwi¡za« zawiera dokªadnie jeden element. Ukªad taki

nazywamy ukªadem oznaczonym.

3. Zbiór rozwi¡za« zawiera niesko«czenie wiele elementów. Ukªad

taki nazywamy ukªadem nieoznaczonym.
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De�nicja 4. (posta¢ macierzowa ukªadu równa«)

Ukªad równa« liniowych mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX = B,

gdzie

A :=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 , X :=


x1
x2
...
xn

 , B :=


b1
b2
...
bm

 .

Macierz A nazywamy macierz¡ wspóªczynników lub macierz¡

gªówn¡ ukªadu, macierz X - macierz¡ niewiadomych, macierz

B - macierz¡ wyrazów wolnych.
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De�nicja 5. (macierz uzupeªniona)

Macierz¡ uzupeªnion¡ nazywamy macierz powstaª¡ z macierzy

A przez doª¡czenie kolumny wyrazów wolnych. Macierz uzupeª-

nion¡ b¦dziemy oznacza¢ przez Au, tzn.

Au :=


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
... ... . . . ... ...

am1 am2 · · · amn bm

 .

De�nicja 6. (równowa»no±¢ ukªadów równa«)

Mówimy, »e ukªady równa« liniowych

AX = B i A′X ′ = B′

s¡ równowa»ne, je»eli zbiory ich rozwi¡za« s¡ identyczne.
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Twierdzenie 1. (o równowa»nym przeksztaªcaniu ukªadów)

Nast¦puj¡ce operacje na wierszach macierzy uzupeªnionej U ukªadu

równa« liniowych AX = B przeksztaªcaj¡ go na ukªad równo-

wa»ny:

1. zamiana mi¦dzy sob¡ wierszy;

2. mno»enie wiersza przez staª¡ ró»n¡ od zera;

3. dodanie do ustalonego wiersza innego wiersza pomno»onego

przez staª¡;

4. skre±lenie wiersza zªo»onego z samych zer;

5. skre±lenie jednego z równych lub proporcjonalnych wierszy;

6. zamiana miejscami dwóch kolumn (przy jednoczesnej zamia-

nie niewiadomych).
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Metoda eliminacji Gaussa dla ukªadów równa« liniowych

Niech AX = B b¦dzie ukªadem równa« liniowych, gdzie A jest

macierz¡ wymiaru m× n. Wówczas ukªad ten rozwi¡zujemy na-

st¦puj¡co:

1. budujemy macierz uzupeªnion¡ Au;

2. na macierzy uzupeªnionej dokonujemy równowa»nych prze-

ksztaªce« ukªadu sprowadzaj¡c j¡ do postaci:

A′u =


1 0 · · · 0 s1r+1 · · · s1n z1
0 1 · · · 0 s2r+1 · · · s2n z2
... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 · · · 1 srr+1 · · · srn zr
0 0 · · · 0 0 · · · 0 zr+1

 ,

przy czym ostatni wiersz mo»e nie pojawi¢ si¦ wcale albo wyst¡-

pi¢ ze wspóªczynnikiem zr+1 6= 0.

6



Wówczas,

a) je»eli zr+1 6= 0, to ukªad AX = B jest sprzeczny;

b) je»eli ostatni wiersz macierzy A′u nie pojawi si¦ i n = r, to

ukªad AX = B jest oznaczony i jego jedyne rozwi¡zanie jest

postaci 
x1 = z1
x2 = z2
. . . . . . .

xn = zn,

;

c) je»eli ostatni wiersz macierzy A′u nie pojawi si¦ i n > r, to

ukªad AX = B jest nieoznaczony.

7



Uwaga 1. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to tzw.

rz¡d macierzy A.

Uwaga 2. (Podstawowa eliminacja Gaussa)

Rozwi¡zanie ukªadu AX = B mo»na uzyska¢ stosuj¡c prostsz¡

wersj¦ eliminacji Gaussa, ko«czy si¦ na przeksztaªceniu macierzy

uzupeªnionej do macierzy trójk¡tnej górnej i sukcesywnym wy-

znaczaniu rozwi¡zania z kolejnych równa«, pocz¡wszy od ostat-

niego.

Uwaga 3. Zastosowanie podstawowej eliminacji Gaussa pozwala

na obliczenie wyznacznika macierzy A, który jest równy iloczy-

nowi elementów na gªównej przek¡tnej.
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�wiczenie 1. Rozwi¡» ukªad
4x1 +2x2 − x3 = 5

x1 +4x2 + x3 = 12

2x1 − x2 +4x3 = 12,

stosuj¡c podstawow¡ oraz peªn¡ eliminacj¦ Gaussa. Oblicz wy-

znacznik macierzy A oraz rz¡d macierzy A i Au.

�wiczenie 2. Za pomoc¡ eliminacji Gaussa rozwi¡» ukªad
6 −2 2 4

12 −8 6 10
3 −13 9 3
−6 4 1 −18



x1
x2
x3
x4

 =


12
34
27
−38

 .
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�wiczenie 3.Obliczy¢ rz¡d macierzy stosuj¡c eliminacj¦ Gaussa

a) A =


1 2 0 0
0 2 −1 3
0 0 0 2
0 0 0 1

;

b) B =


3 0 2 −2
1 2 0 1
0 0 4 1
5 1 −2 0

;

c) C =


2 5 1 1 3 5
2 2 −1 2 1 2
1 1 1 1 −1 1
0 3 2 −1 2 3

.
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Wyznaczanie macierzy odwrotnej

za pomoc¡ eliminacji Gaussa

Niech A b¦dzie macierz¡ nieosobliw¡. Algorytm wyznaczania

macierzy A−1 jest nastepuj¡cy:

1. tworzymy macierz blokow¡ [A|I],
2. na tej macierzy wykonujemy przeksztaªcenia równowa»ne

sprowadzaj¡c j¡ do postaci [I|B].

Macierz B jest wtedy macierz¡ odwrotn¡ do A, tzn.

B = A−1.
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�wiczenie 4. Stosuj¡c eliminacj¦ Gaussa wyznaczy¢ macierz od-

wrotn¡ do

a) A =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

;

b) B =


6 −2 2 4

12 −8 6 10
3 −13 9 3
−6 4 1 −18

.
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Rozkªad LU

Niech A b¦dzie macierz¡, któr¡ mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ ilo-

czynu macierzy trójk¡tnej dolnej L i trójk¡tnej górnej U , tzn.

A = LU.

Wtedy ukªad AX = B mo»na rozwi¡za¢ w dwóch krokach:

1. rozwi¡za¢ ukªad LY = B wzgl¦dem Y ;

2. rozwi¡za¢ ukªad UX = Y wzgl¦dem X.

Wiemy, »e b¦dzie to ªatwe, gdy» ka»dy z tych ukªadów ma ma-

cierz trójk¡tn¡.

Uwaga 4. Nie ka»da macierz ma rozkªad LU . Algorytmy wy-

znaczania macierzy L i U zaªamuj¡ si¦, je»eli na którym± etapie

oblicze« wyst¡pi dzielenie przez 0.
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�wiczenie 5.Wyznaczy¢ rozkªad LU macierzy

A =

 4 1 0
1 4 1
0 1 4

 ,

a nast¦pnie rozwi¡za¢ ukªad 4 1 0
1 4 1
0 1 4


 x1
x2
x3

 =

 6
12
14

 .

�wiczenie 6.Metod¡ rozkªadu LU rozwi¡za¢ ukªad

z ¢wiczenia 2.
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