Rozwigzywanie ukfadow rownan liniowych

Wyktad 3

e Metody bezpoSrednie: Gaussa i rozktadu LU



Wprowadzenie.

TreSC tego wyktadu stanowig algorytmy (m.in. iteracyjne) stu-
zgce do rozwigzywania ukfaddw rownan liniowych. Za gtdowny
cel stawiamy sobie omowienie aspektdw numerycznych rozwig-
zywania takich uktadow.

Definicja 1. (uktad réwnan liniowych)
Uktadem m rownan liniowych z n niewiadomymi xz1,xo,...,xn,
gdzie m,n € N nazywamy uktad rownan postaci:
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a11T1 + a12T2 + -+ aipTn = b1
as1x1 + agpxo + - - + anpxn = bo

L Am1TL1 + apoxo + - + amnTn = b,
gdzie a;j,b;,z; e Rdla 1 <i<moraz 1 <j<n.




Definicja 2. (rozwigzanie uktadu rownan)
Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag (z1, x>, ..., Tn)
liczb rzeczywistych spetniajgcych ten uktad.

Definicja 3. (uktad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony)
Rozpatrzmy dowolny uktad rownan liniowych. Zachodzi jedna

z trzech mozliwosci:

1. Zbidr rozwigzan jest zbiorem pustym. Uktad taki nazywamy

uktadem sprzecznym.
2. Zbidr rozwigzan zawiera doktadnie jeden element. Uktad taki

nazywamy uktadem oznaczonym.
3. Zbidr rozwigzan zawiera nieskonczenie wiele elementow. Uktad
taki nazywamy ukfadem nieoznaczonym.



Definicja 4. (postac macierzowa uktadu rownan)
Uktad rownan liniowych mozna zapisaC w postaci macierzowej:

AX = B,
gdzie
a11 aip - a1y | il [ b1 |
A= | @21 @22 0 @2n | x| T2 | g b_z
 Qm1l @m2 cc Amn | T | bm

Macierz A nazywamy macierzg wspotfczynnikdow lub macierzg
gtdbwng uktadu, macierz X - macierzg niewiadomych, macierz
B - macierza wyrazow wolnych.



Definicja 5. (macierz uzupetniona)

Macierzg uzupetniong nazywamy macierz powstata z macierzy
A przez dotaczenie kolumny wyrazow wolnych. Macierz uzupet-
niong bedziemy oznaczal przez A,, tzn.

a1 aip -+ alp b1

a a e a b
A= | 921 92 o b2

L am1 am2 0 amn bm

Definicja 6. (rownowaznos¢ uktadow rownan)
Mowimy, ze uktady rownan liniowych

AX =B i AX =P8

sg rownowazne, jezeli zbiory ich rozwigzan s3g identyczne.



Twierdzenie 1. (o rownowaznym przeksztatcaniu uktadoéw)
Nastepujgce operacje na wierszach macierzy uzupetnionej U uktadu
rownan liniowych AX — B przeksztatcajg go na uktad rowno-
wazny:

1. zamiana miedzy sobg wierszy;

2. mnozenie wiersza przez statg rozng od zera;

3. dodanie do ustalonego wiersza inhego wiersza pomnozonego
przez statg;

4. skreSlenie wiersza ztozonego z samych zer;

5. skreslenie jednego z rownych lub proporcjonalnych wierszy;
6. zamiana miejscami dwoch kolumn (przy jednoczesnej zamia-
nie niewiadomych).



Metoda eliminacji Gaussa dla ukfadow rownan liniowych

Niech AX — B bedzie uktadem rdwnan liniowych, gdzie A jest
macierzg wymiaru m X n. Wowczas uktad ten rozwigzujemy na-
stepujaco:

1. budujemy macierz uzupetniong Aq;

2. na macierzy uzupetnionej dokonujemy rownowaznych prze-
ksztatcen uktadu sprowadzajac ja do postaci:

1 0 -+ 0 sy,01 * S1n 21
/ 0 1 -+ O sppq1 ++ Sop 22
A, = | ¢ & .. s e :
0 0 -+ 1 Spq1 "+ S 2
00 -0 0 o 0 Zpgq |

przy czym ostatni wiersz moze nie pojawiC sie wcale albo wysta-
piC ze wspotczynnikiem z,41 7 0.



WoOwczas,
a) jezeli z,41 7 0, to uktad AX = B jest sprzeczny,
b) jezeli ostatni wiersz macierzy A/, nie pojawi sie i n = r, to

uktad AX = B jest oznaczony i jego jedyne rozwigzanie jest
postaci

"

< rop — 22 )
\an — Zn,

C) jezeli ostatni wiersz macierzy A,’u nie pojawi sie i n > r, to
uktad AX = B jest nieoznaczony.



Uwaga 1. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to tzw.
rzad macierzy A.

Uwaga 2. (Podstawowa eliminacja Gaussa)

Rozwigzanie uktadu AX = B mozna uzyskal stosujac prostsza
wersje eliminacji Gaussa, konczy sie na przeksztatceniu macierzy
uzupetnionej do macierzy trojkatnej gornej i sukcesywnym wy-
Znaczaniu rozwigzania z kolejnych rownan, poczawszy od ostat-
niego.

Uwaga 3. Zastosowanie podstawowej eliminacji Gaussa pozwala
na obliczenie wyznacznika macierzy A, ktory jest rowny iloczy-
nowi elementdw na gtownej przekatnej.



Cwiczenie 1. Rozwigz uktad

(456]_ + 2x5 —x3 =5

x1 + 4xo +x3 = 12

\2:(31 — XD —|— 4333 — 12,

stosujac podstawowg oraz petnag eliminacje Gaussa. Oblicz wy-

znacznik macierzy A oraz rzgd macierzy A i Ay,.
Cwiczenie 2. Za pomoca eliminacji Gaussa rozwiaz uktad

\\

6 -2 2 4772 12
12 -86 10| |z| | 34
3 139 3 ||lazz| | 27
-6 41 —-18 ]|z | | -38]
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Cwiczenie 3. ObliczyC rzagd macierzy stosujgc eliminacje Gaussa
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Wyznaczanie macierzy odwrotnej
Za pomoca eliminacji Gaussa

Niech A bedzie macierza nieosobliwg. Algorytm wyznaczania
macierzy A~ jest nastepujacy:

1. tworzymy macierz blokowa [A|I],

2. na tej macierzy wykonujemy przeksztatcenia rownowazne

sprowadzajac ja do postaci [I|B].

Macierz B jest wtedy macierzg odwrotng do A, tzn.

B=A"1
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Cwiczenie 4. Stosujac eliminacje Gaussa wyznaczy¢ macierz od-
wrotng do

2 2 3
a) A= 1 —1 0 |;
-1 2 1|
6 -2 2 4
12 -8 6 10
b) B = 3 —13 9 3
| —6 4 1 -18

12



Rozktad LU

Niech A bedzie macierzg, ktdorg mozna wyrazi€C za pomocya ilo-
czynu macierzy trojkatnej dolnej L i trojkatnej gornej U, tzn.

A=1LU.

Wtedy ukfad AX = B mozna rozwigzaC w dwoch krokach:

1. rozwigzaC uktad LY = B wzgledem Y;

2. rozwigzaC uktad UX =Y wzgledem X.

Wiemy, ze bedzie to tatwe, gdyz kazdy z tych uktaddw ma ma-
cierz trojkatna.

Uwaga 4. Nie kazda macierz ma rozktad LU. Algorytmy wy-
znaczania macierzy L i U zatamujg sie, jezeli na ktoryms etapie
obliczen wystapi dzielenie przez O.
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Cwiczenie 5. Wyznaczy¢ rozktad LU macierzy

(4 1 0
A=|1 4 1|,
01 4
a nastepnie rozwigzac uktad
(4 1 0| [ o1 ] [ 6 |
1 4 1 xo | = | 12 |.
_O 1 4__:c3_ _14_

Cwiczenie 6. Metodg rozktadu LU rozwigzac¢ uktad
Z Cwiczenia 2.



