Elementy teorii mnogosci

Wyktad



Zbiory sktadaja sie z elementow. Zbiory bedziemy oznaczali duzymi
literami alfabetu. Fakt, ze x jest elementem zbioru A zapisujemy symboli-
cznie w postaci x € A. Natomiast, jezeli y nie jest elementem tego zbioru,
to piszemy y ¢ A. Zbiory bedziemy okreslali przez wyliczenie ich elemen-
tow albo przez podanie warunku W, ktory maja spelniac¢ jego elementy x.
Piszemy wtedy

{x17x27x37 s 7ITL}7 {xbx%xi’)a - } albo {l’ : W(ZB)} :

Zbior, ktory nie ma zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy przez ().

Przyktlad 1.
{%, 0,0, 8}, {1,3,5,7,...}, {z:2€eRA0<z<5}.

Definicja 1. (podzbior)

Jezeli kazdy element zbioru A jest jednoczesnie elementem zbioru B, to mo-
wimy, ze A jest podzbiorem zbioru B. Fakt ten zapisujemy symbolicznie w
postaci A C B. Mamy zatem

ACB<«=|[(r € A) = (v € B)] dlakazdego = € A.

Jesli przy tym A # B, to mowimy, ze A jest podzbiorem wta$ciwym zbioru
B. Oczywiscie ) C A oraz A C A dla kazdego zbioru A.

Rysunek 1. Zawieranie zbiorow.

Definicja 2. (suma mnogo$ciowa)

Suma mnogo$ciowa zbiorow A i B nazywamy zbior, ktory sktada sie ze wszy-
stkich elementéw zbioru A oraz ze wszystkich elementéw zbioru B. Sume
zbioréow A i B oznaczmy symbolem AU B. Mamy zatem

(r€ AUB) <= [(r € A) V (z € B)].
W podobny sposob okresla sie sume mnogosciowa wiekszej liczby zbiorow.
Rysunek 2. Suma mnogosciowa zbiorow.

Definicja 3. (iloczyn mnogosciowy)
lloczynem mnogosciowym zbioréw A i B nazywamy zbiér zlozony tylko z tych



elementow, ktore naleza jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B. Iloczyn
zbiorow A i B oznaczamy symbolem A N B. Mamy zatem

(€ ANB) <= [(zr € A) AN (z € B)].
W podobny sposéb okresla sie iloczyn mnogosciowy wickszej liczby zbiorow.
Rysunek 3. lloczyn mnogosciowy zbiorow.

Definicja 4. (zbiory roztgcezne)
Moéwimy, ze zbiory A i B sa rozlaczne, gdy ich iloczyn jest zbiorem pustym,
tzn. AN B = ().

Rysunek 4. Zbiory roztgczne.

Definicja 5. (rdznica mnogosciowa)

Réznica mnogosciowy zbiorow A i B nazywamy zbiér ztozony tylko z tych
elementéw zbioru A, ktore nie naleza do B. Ro6znice zbioréw A i B oznaczamy
przez A\B.

Rysunek 5. Rdznica mnogosciowa zbiordow.

Definicja 6. (rdznica symetryczna)

Roéznica symetryczna zbiorow A i B nazywamy zbior (A\B) U (B\A). Roz-
nice symetryczna zbiorow A i B oznaczamy przez A + B. Oczywiscie dla
dowolnych zbiorow A i B zachodzi réwnosé

A+-B=B-+A
Rysunek 6. Rdznica symetryczna zbiorow.

Definicja 7. (dopetnienie)

Niech X bedzie ustalonym zbiorem zwanym przestrzenia oraz niech A bedzie
dowolnym podzbiorem tej przestrzeni. Dopelnieniem zbioru A wzgledem
przestrzeni X nazywamy zbior X\ A i oznaczamy go symbolem A’. Oczy-
wiscie (A’) = A. Ponadto ' = X i X' = (.

Rysunek 7. Dopetnienie zbiorow.



Wlasnosci dzialan na zbiorach

Wtlasnoséé \ Nazwa
AUB=BUA przemiennos$¢ dodawania zbioréw
ANB=BNA przemienno$¢ mnozenia zbioréow

(AUB) =A'NnB prawo de Morgana dla sumy zbiorow
(ANnB) =AuUB prawo de Morgana dla iloczynu zbiorow

(AUB)NC =(ANC)uU(BNC) | rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia zbiorow
(ANB)UC =(AUuC)N(BUC) | rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania zbiorow
ACB<«<= B CcA
(ACB)AN(BC(O)=(ACC(O) przechodnio$¢ zawierania zbiorow
(ACB)AN(BCA) < (A=DB) warunek rownowazny réwnosci zbiorow
ANA =0, AUA =X

Cwiczenie 1. Zaznaczyé na osi liczbowej zbiory AUB, ANB, A\B i A+ B
dla:

a) A=(-2,1], B
b) A=[1,4], B-=

= [_17 3>;
(3, 5).

Cwiczenie 2. Zaznaczyé w uktadzie wspétrzednych zbiory AU B, AN B i
A+ B dla:

o) A={(r,y): v €(L2)Ay€(2,3)}, B={(z,y): (x -1+ (y - 2> < 1};
b) A={(z,y) : la| <|yl}, B={(2,y) : 2* +y* <4}.

Definicja 8. (iloczyn kartezjariski)

Iloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbiér wszystkich par upo-
rzadkowanych (z,y) dla ktorych x € Aiy € B. lloczyn kartezjanski zbiorow
A1 B oznaczamy symbolem A x B. Mamy zatem

Ax B={(z,y):x € ANy € B}.

W podobny sposob okresla sie iloczyn kartezjanski wiekszej liczby zbiorow.
Jezeli A = B, to zamiast A x A bedziemy pisali A2, np. R? :=R x R.

Rysunek 8. lloczyn kartezjanski zbiorow.

Przyktad 2. a) Iloczyn kartezjariski zbiorow [1,5) x {1,2,3};
b) Tloczyn kartezjariski A x B x C.



Cwiczenie 3. Podaé interpretacje geometryczng w uktadzie wspétrzednych
zbiorow A x B:

a) A=(1,2], B=I[-1,3);
D) A= {2.3). B={1}U(23);
c) A={x:0<z<1V2<a<3}, B={r:l<zx<2V3<z<4}.



