
Elementy teorii mnogo±ci

Wykªad



Zbiory skªadaj¡ si¦ z elementów. Zbiory b¦dziemy oznaczali du»ymi
literami alfabetu. Fakt, »e x jest elementem zbioru A zapisujemy symboli-
cznie w postaci x ∈ A. Natomiast, je»eli y nie jest elementem tego zbioru,
to piszemy y /∈ A. Zbiory b¦dziemy okre±lali przez wyliczenie ich elemen-
tów albo przez podanie warunku W , który maj¡ speªnia¢ jego elementy x.
Piszemy wtedy

{x1, x2, x3, . . . , xn} , {x1, x2, x3, . . . } albo {x : W (x)} .

Zbiór, który nie ma »adnego elementu nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy przez ∅.

Przykªad 1.

{♣,♦,♥,♠} , {1, 3, 5, 7, . . . } , {x : x ∈ R ∧ 0 6 x < 5} .

De�nicja 1. (podzbiór)
Je»eli ka»dy element zbioru A jest jednocze±nie elementem zbioru B, to mó-
wimy, »e A jest podzbiorem zbioru B. Fakt ten zapisujemy symbolicznie w
postaci A ⊂ B. Mamy zatem

A ⊂ B ⇐⇒ [(x ∈ A) =⇒ (x ∈ B)] dla ka»dego x ∈ A.

Je±li przy tym A 6= B, to mówimy, »e A jest podzbiorem wªa±ciwym zbioru
B. Oczywi±cie ∅ ⊂ A oraz A ⊂ A dla ka»dego zbioru A.

Rysunek 1. Zawieranie zbiorów.

De�nicja 2. (suma mnogo±ciowa)
Sum¡ mnogo±ciow¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór, który skªada si¦ ze wszy-
stkich elementów zbioru A oraz ze wszystkich elementów zbioru B. Sum¦
zbiorów A i B oznaczmy symbolem A ∪B. Mamy zatem

(x ∈ A ∪B)⇐⇒ [(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)] .

W podobny sposób okre±la si¦ sum¦ mnogo±ciow¡ wi¦kszej liczby zbiorów.

Rysunek 2. Suma mnogo±ciowa zbiorów.

De�nicja 3. (iloczyn mnogo±ciowy)
Iloczynem mnogo±ciowym zbiorów A i B nazywamy zbiór zªo»ony tylko z tych
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elementów, które nale»¡ jednocze±nie do zbioru A i do zbioru B. Iloczyn
zbiorów A i B oznaczamy symbolem A ∩B. Mamy zatem

(x ∈ A ∩B)⇐⇒ [(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)] .

W podobny sposób okre±la si¦ iloczyn mnogo±ciowy wi¦kszej liczby zbiorów.

Rysunek 3. Iloczyn mnogo±ciowy zbiorów.

De�nicja 4. (zbiory rozª¡czne)
Mówimy, »e zbiory A i B s¡ rozª¡czne, gdy ich iloczyn jest zbiorem pustym,
tzn. A ∩B = ∅.

Rysunek 4. Zbiory rozª¡czne.

De�nicja 5. (ró»nica mnogo±ciowa)
Ró»nic¡ mnogo±ciow¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór zªo»ony tylko z tych
elementów zbioru A, które nie nale»¡ do B. Ró»nic¦ zbiorów A i B oznaczamy
przez A\B.

Rysunek 5. Ró»nica mnogo±ciowa zbiorów.

De�nicja 6. (ró»nica symetryczna)
Ró»nic¡ symetryczn¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór (A\B) ∪ (B\A). Ró»-
nic¦ symetryczn¡ zbiorów A i B oznaczamy przez A ÷ B. Oczywi±cie dla
dowolnych zbiorów A i B zachodzi równo±¢

A÷B = B ÷ A.

Rysunek 6. Ró»nica symetryczna zbiorów.

De�nicja 7. (dopeªnienie)
Niech X b¦dzie ustalonym zbiorem zwanym przestrzeni¡ oraz niech A b¦dzie
dowolnym podzbiorem tej przestrzeni. Dopeªnieniem zbioru A wzgl¦dem
przestrzeni X nazywamy zbiór X\A i oznaczamy go symbolem A′. Oczy-
wi±cie (A′)′ = A. Ponadto ∅′ = X i X ′ = ∅.

Rysunek 7. Dopeªnienie zbiorów.
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Wªasno±ci dziaªa« na zbiorach

Wªasno±¢ Nazwa

A ∪B = B ∪ A przemienno±¢ dodawania zbiorów
A ∩B = B ∩ A przemienno±¢ mno»enia zbiorów

(A ∪B)′ = A′ ∩B′ prawo de Morgana dla sumy zbiorów
(A ∩B)′ = A′ ∪B′ prawo de Morgana dla iloczynu zbiorów

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) rozdzielno±¢ dodawania wzgl¦dem mno»enia zbiorów
(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania zbiorów

A ⊂ B ⇐⇒ B′ ⊂ A′

[(A ⊂ B) ∧ (B ⊂ C)] =⇒ (A ⊂ C) przechodnio±¢ zawierania zbiorów
[(A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)]⇐⇒ (A = B) warunek równowa»ny równo±ci zbiorów

A ∩ A′ = ∅, A ∪ A′ = X

�wiczenie 1. Zaznaczy¢ na osi liczbowej zbiory A∪B, A∩B, A\B i A÷B
dla:
a) A = (−2, 1], B = [−1, 3);
b) A = [1, 4], B = (3, 5).

�wiczenie 2. Zaznaczy¢ w ukªadzie wspóªrz¦dnych zbiory A ∪ B, A ∩ B i
A÷B dla:
a) A = {(x, y) : x ∈ (1, 2) ∧ y ∈ (2, 3)}, B = {(x, y) : (x− 1)2 + (y − 2)2 6 1};
b) A = {(x, y) : |x| < |y|}, B = {(x, y) : x2 + y2 6 4}.

De�nicja 8. (iloczyn kartezja«ski)
Iloczynem kartezja«skim zbiorów A i B nazywamy zbiór wszystkich par upo-
rz¡dkowanych (x, y) dla których x ∈ A i y ∈ B. Iloczyn kartezja«ski zbiorów
A i B oznaczamy symbolem A×B. Mamy zatem

A×B = {(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B} .

W podobny sposób okre±la si¦ iloczyn kartezja«ski wi¦kszej liczby zbiorów.
Je»eli A = B, to zamiast A× A b¦dziemy pisali A2, np. R2 := R× R.

Rysunek 8. Iloczyn kartezja«ski zbiorów.

Przykªad 2. a) Iloczyn kartezja«ski zbiorów [1, 5)× {1, 2, 3};
b) Iloczyn kartezja«ski A×B × C.
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�wiczenie 3. Poda¢ interpretacj¦ geometryczn¡ w ukªadzie wspóªrz¦dnych
zbiorów A×B:
a) A = (1, 2], B = [−1, 3);
b) A = {2, 3} , B = {1} ∪ (2, 3);
c) A = {x : 0 6 x < 1 ∨ 2 < x 6 3} , B = {x : 1 < x < 2 ∨ 3 < x 6 4} .
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