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Pierwiastki wielomianów

Wszystkie metody opisane wcze±niej mo»emy zastosowa¢ do wie-

lomianów. Warto jednak uwzgl¦dni¢ specjaln¡ struktur¦ tych

funkcji. Wielomianem nazywamy funkcj¦ postaci

p(z) = anz
n+ an−1z

n−1 + · · ·+ a1z+ a0,

gdzie wspóªczynniki ak i zmienna z mog¡ by¢ zespolone. Stop-

niem wielomianu nazywamy wykªadnik najwy»szej pot¦gi, tzn.

je»eli an 6= 0, to p ma stopnie« n.

Zasadniczym pytaniem przy poszukiwaniu pierwiastków wielo-

mianów jest czy one istniej¡ i je»eli istniej¡, to w jakiej liczbie.

Odpowiedz daje nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1.Wielomian stopnia n ma dokªadnie n pierwiast-

ków na pªaszczy¹nie zespolonej, przy czym ka»dy z nich liczony

jest tyle razy, ile wynosi jego krotno±¢.
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Przy poszukiwaniu pierwiastków wielomianów warto wiedzie¢, jak

z grubsza s¡ one rozmieszczone na pªaszczy¹nie zespolonej. Od-

powiedz daje twierdzenie lokalizacyjne.

Twierdzenie 2.Wszystkie pierwiastki wielomianu stopnia n le»¡

w kole otwartym o ±rodku w punkcie 0 pªaszczyzny zespolonej

i promieniu

ρ = 1+
max06k<n |ak|

|an|
.

�wiczenie 1. Znalez¢ koªo o ±rodku w punkcie 0, zawieraj¡ce

wszystkie pierwiastki wielomianu

p(z) = z4 − 4z3 +7z2 − 5z − 2.
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Podobn¡ informacj¦ o lokalizacji pierwiastków wielomianu uzy-

skujemy korzystaj¡c z funkcji

s(z) = znp

(
1

z

)
= an+ an−1z+ an−2z

2 + · · ·+ a0z
n,

tzn. wielomianu stopnia nie wi¦kszego od n, o wspóªczynnikach

takich jak w p, ale uporz¡dkowanych odwrotnie. Dla ró»nej od

zera liczby zespolonej z0 warunki p(z0) i s
(
1
z0

)
s¡ równowa»ne.

Wynika st¡d nast¦puj¡cy wniosek.

Twierdzenie 3. Je»eli wszystkie pierwiastki wielomianu s le»¡

w kole |z| < ρ, to wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu p
le»¡ poza koªem |z| 6 1

ρ.

�wiczenie 2. Znalez¢ koªo o ±rodku w punkcie 0, w którym

wielomian

p(z) = z4 − 4z3 +7z2 − 5z − 2

nie ma »adnego pierwiastka.
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Wzór Taylora i jego warianty

Wzór ten dotyczy funkcji z Cn[a, b]. Posªugujemy si¦ nim bardzo

cz¦sto w analizie numerycznej.

Twierdzenie 4. Je±li f ∈ Cn[a, b] i je±li f(n+1) istnieje w prze-

dziale otwartym (a, b), to dla dowolnych punktów c i x z prze-

dziaªu domkni¦tego [a, b] mamy

f(x) =
n∑

k=0

1

k!
f(k)(c)(x− c)k + En(x),

gdzie dla pewnego punktu ξ le»¡cego mi¦dzy c i x

En(x) =
1

(n+1)!
f(n+1)(ξ)(x− c)n+1.
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Wyra»enie En(x) nazywamy reszt¡ Lagrange'a wzoru Taylora.

Zwrot �le»enia pomi¦dzy� u»yty powy»ej nale»y rozumie¢ tak, »e

albo c < ξ < x, albo x < ξ < c, w zale»no±ci od warto±ci c i x.

Dla c = 0 powy»szy wzór nazywamy wzorem Macalurina.

�wiczenie 3. Poda¢ wzór Taylora dla

f(x) = lnx

przyjmuj¡c a = 1, b = 2, c = 1.
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Wa»ny wariant wzoru Taylora mo»na otrzyma¢ zmieniaj¡c x na

x+ h oraz c na x.

Twierdzenie 5.Dla funkcji f ∈ Cn+1[a, b] oraz dowolnych punk-

tów x i x+ h z przedziaªu domkni¦tego [a, b] mamy

f(x+ h) =
n∑

k=0

hk

k!
f(k)(x) + En(h),

gdzie dla pewnego ξ le»¡cego mi¦dzy x i x+ h

En(h) =
hn+1

(n+1)!
f(n+1)(ξ).
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Stosuj¡c powy»szy wzór Taylora mo»emy wyprowadzi¢ metod¦

Newtona. Niech f b¦dzie funkcj¡, której pierwiastki chcemy wy-

znaczy¢ numerycznie. Oznaczmy przez α taki pierwiastek,

a przez x jego przybli»enie. Je±li f ′′ istnieje, to ze wzoru Taylora

otrzymujemy

0 = f(α) = f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + E1(h),

gdzie h = α − x. Je»eli h jest maªe (tzn. je»eli x jest bliskie α),

to reszt¦ E1(h) mo»emy pomin¡¢. Dostajemy wtedy równanie

f(x) + hf ′(x) = 0,

które rozwi¡zujemy wzgl¦dem h i otrzymujemy

h = −
f(x)

f ′(x)
.
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Je±li x jest przybli»eniem pierwiastka α, to jeszcze lepszym przy-

bli»eniem tego pierwiastka jest

x+ h = x−
f(x)

f ′(x)
.

Startuj¡c od przybli»enia x0 pierwiastka α w pierwszym kroku

dostajemy

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Powtarzaj¡c to rozumowanie w drugim kroku otrzymujemy

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
i ogólnie

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(n > 0).
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Podamy teraz wariant wzoru Taylora dla funkcji dwóch zmien-

nych.

Twierdzenie 6. Je±li funkcja f nale»y do Cn+1([a, b]× [c, d])

i je±li punkty (x, y) i (x+ h, y+ k) le»¡ w prostok¡cie

[a, b]× [c, d] ⊆ R2, to

f(x+ h, y+ k) =
n∑
i=0

1

i!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)i
f(x, y) + En(h, k),

gdzie

En(h, k) =
1

(n+1)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+1

f(x+θh, y+θk) (0 < θ < 1).
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Ukªady równa« nieliniowych

Stosuj¡c do ukªadów równa«, pomysª prowadz¡cy do metody

Newtona dla jednego równania, mo»emy otrzyma¢ iteracyjn¡ me-

tod¦ numerycznego rozwi¡zywania ukªadów nieliniowych. Wy-

prowadzenie tej metody poka»emy na przykªadzie ukªadu dwóch

równa« z dwiema niewiadomymif1(x1, x2) = 0,

f2(x1, x2) = 0.

Pomysª polega na lineryzacji tych równa«, (tzn. zastosowaniu

wzoru Taylora, przy u»yciu tylko liniowych czªonów rozwini¦cia)

a nast¦pnie rozwi¡zaniu ukªadu w celu obliczenia poprawek.
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Je»eli (x1, x2) jest przybli»onym rozwi¡zaniem ukªadu,

to (x1 + h1, x2 + h2), gdzie h1, h2 s¡ obliczonymi poprawkami,

powinno by¢ jeszcze lepszym przybli»eniem. Ze wzoru Taylora

dostajemy0 = f1(x1 + h1, x2 + h2) ≈ f1(x1, x2) + h1
∂f1
∂x1

+ h2
∂f1
∂x2

,

0 = f2(x1 + h1, x2 + h2) ≈ f2(x1, x2) + h1
∂f2
∂x1

+ h2
∂f2
∂x2

.

Pochodne cz¡stkowe wyst¦puj¡ce w tym ukªadzie s¡ obliczane

w punkcie (x1, x2).
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Otrzymujemy st¡d ukªadh1
∂f1
∂x1

+ h2
∂f1
∂x2

= −f1(x1, x2),
h1

∂f2
∂x1

+ h2
∂f2
∂x2

= −f2(x1, x2),

który jest liniowy wzgl¦dem h1 i h2. Mo»emy zapisa¢ go w po-

staci macierzowej ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

 [ h1
h2

]
= −

[
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

]
.

Macierz¡ gªówn¡ tego ukªadu jest jacobian

J =

 ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

 .
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Mo»emy wi¦c zapisa¢

J

[
h1
h2

]
= −

[
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

]
.

Je»eli macierz J jest nieosobliwa, to rozwi¡zanie ukªadu istnieje

i jest postaci [
h1
h2

]
= −J−1

[
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

]
.
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Metoda Newtona dla ukªadu dwóch równa« nieliniowych startuje

od pierwszego przybli»enia rozwi¡zania

(
x
(0)
1 , x

(0)
2

)
i w pierwszym

kroku prowadzi do x(1)1

x
(1)
2

 =

 x(0)1

x
(0)
2

+

 h(0)1

h
(0)
2

 .
W ogólnym przypadku dostajemy x(n+1)

1

x
(n+1)
2

 =

 x(n)1

x
(n)
2

+

 h(n)1

h
(n)
2

 ,
gdzie  h(n)1

h
(n)
2

 = −J−1
 f1(x(n)1 , x

(n)
2 )

f2(x
(n)
1 , x

(n)
2 )

 .
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Kryterium stopu

Obliczenia ko«czymy kiedy najwi¦ksza z ró»nic mi¦dzy kolejnymi

iteracjami, dla ka»dej skªadowej, b¦dzie odpowiednio maªa, np.

dla powy»szego ukªadu mo»e to by¢

max
i=1,2

∣∣∣∣x(n)i − x(n−1)i

∣∣∣∣ 6 10−12.

15



�wiczenie 4. Rozwi¡za¢ metod¡ Newtona ukªad równa«2x1 − x2 + 1
9e
−x1 = 1

−x1 +2x2 + 1
9e
−x2 = 0,

rozpoczynaj¡c od punktu (1,1), z dokªadno±ci¡ do 10−12.
�wiczenie 5. Rozwi¡za¢ metod¡ Newtona ukªad równa«

xy = z2 +1

xyz+ y2 = x2 +2

ex+ z = ey +3,

dla punktu pocz¡tkowego (1,1,1), z dokªadno±ci¡ do 10−10.
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