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Pierwiastki wielomianow

Wszystkie metody opisane wczesniej mozemy zastosowac do wie-
lomiandw. Warto jednak uwzgledniC specjalng strukture tych
funkcji. Wielomianem nazywamy funkcje postaci

p(2) = anz" + ap_12"" 1 4+ 4+ a1z + ag,

gdzie wspotczynniki ap i zmienna z mogq byC zespolone. Stop-
niem wielomianu nazywamy wyktadnik najwyzszej potegi, tzn.
jezeli an, # 0, to p ma stopnien n.

Zasadniczym pytaniem przy poszukiwaniu pierwiastkow wielo-
miandw jest czy one istniejg i jezeli istniejg, to w jakiej liczbie.
Odpowiedz daje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Wielomian stopnia n ma doktadnie n pierwiast-
Kow na ptaszczyznie zespolonej, przy czym kazdy z nich liczony
jest tyle razy, ile wynosi jego krotnosc.



Przy poszukiwaniu pierwiastkow wielomiandw warto wiedziel, jak
Z grubsza sg one rozmieszczone na ptaszczyznie zespolonej. Od-
powiedz daje twierdzenie |lokalizacyjne.

Twierdzenie 2. Wszystkie pierwiastki wielomianu stopnia n leza
w kole otwartym o Srodku w punkcie O ptaszczyzny zespolonej
I pbromieniu

maxXx a
=14 o<k<n |ak|

|an|
Cwiczenie 1. Znalez¢ koto o srodku w punkcie O, zawierajace
wszystkie pierwiastki wielomianu

p(2) =24 — 434722 -52-2.



Podobng informacje o lokalizacji pierwiastkdw wielomianu uzy-
skujemy korzystajac z funkcji

1
s(z) =2"p (2) = an+ ap_12 + ap_22° + -+ + agz",
tzn. wielomianu stopnia nie wiekszego od n, o wspotczynnikach
takich jak w p, ale uporzadkowanych odwrotnie. Dla réznej od

zera liczby zespolonej zg warunki p(zg) | s(%) sa rownowazne.
Wynika stad nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 3. Jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu s lezg

w kole |z| < p, to wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu p
lezg poza kotem |z| < %.

Cwiczenie 2. Znalez¢ koto o srodku w punkcie 0, w Ktorym
wielomian

p(z) =24 4234722 -52-2

nie ma zadnego pierwiastka.



Wzor Taylora i jego warianty

Wz6br ten dotyczy funkcji z C"[a, b]. Postugujemy sie nim bardzo
czesto w analizie numerycznej.

Twierdzenie 4. Jesli f € C™[a,b] i jesli f("T1) jstnieje w prze-
dziale otwartym (a,b), to dla dowolnych punktow c i x z prze-
dziatu domknietego [a,b] mamy

n

f@) =Y. /PO - + Bua)

k=0
gdzie dla pewnego punktu & lezgcego miedzy c i x

Bn@) = ¢ j ARIGICE D




Wyrazenie E,(x) nazywamy resztg Lagrange’a wzoru Taylora.
Zwrot ,lezenia pomiedzy” uzyty powyzej nalezy rozumiecC tak, ze
albo c< & < x, albo z < € < ¢, w zaleznoSci od wartosci c i x.

Dla ¢ = 0 powyzszy wzor nazywamy wzorem Macalurina.

Cwiczenie 3. Podac¢ wzor Taylora dla

f(x) =Inx
przyjmujgc a =1,b=2,c = 1.



Wazny wariant wzoru Taylora mozna otrzymacC zmieniajac x na
x + h oraz ¢ na x.

Twierdzenie 5. Dla funkcji f € C"t1[a, b] oraz dowolnych punk-
tow x i x + h z przedziatu domknietego [a,b] mamy

n_ pk k)
fath)y =3 S M) + Enh),

k=0
gdzie dla pewnego & lezgcego miedzy x i x + h
+1
En(h) = " p(n+1)(©),

(n+1)!



Stosujac powyzszy wzor Taylora mozemy wyprowadzi€C metode
Newtona. Niech f bedzie funkcjg, ktorej pierwiastki chcemy wy-
znaczyC numerycznie. Oznaczmy przez « taki pierwiastek,

a przez x jego przyblizenie. Jesli f” istnieje, to ze wzoru Taylora
otrzymujemy

0= f(a) = f(x+h) = f(x) + hf'(x) + E1(h),
gdzie h = o — x. Jezeli h jest mate (tzn. jezeli x jest bliskie a),
to reszte E1(h) mozemy poming€. Dostajemy wtedy réwnanie
f(z) + hf'(xz) =0,
ktore rozwigzujemy wzgledem h i otrzymujemy

 f(@)

"= @y




Jesli x jest przyblizeniem pierwiastka «, to jeszcze lepszym przy-
blizeniem tego pierwiastka jest

Startujac od przyblizenia xg pierwiastka a w pierwszym kroku
dostajemy

1 = 20 f(xo)
f'(z0)
Powtarzajgc to rozumowanie w drugim kroku otrzymujemy
o=y — f(x1)
f(z1)
I 0golnie
xr
T+l — In f(zn) (n > 0).

()



Podamy teraz wariant wzoru Taylora dla funkcji dwdéch zmien-
nych.

Twierdzenie 6. Jesli funkcja f nalezy do C"1t1([a,b] x [c,d])

i jesli punkty (x,y) i (x + h,y+ k) lezg w prostokacie

[a,b] X [¢,d] C R?, to

F@t by + k) = 21,<h—+k3>f<xy>+En<hk>
=0t Ox
gdzie

En(h, k) = (ni 1)1 < oe T Fg

0
y

n—+1
) f(x+0h,y+0k) (0<O0<1).



Uktady rownan nieliniowych

Stosujac do uktaddw rownan, pomyst prowadzacy do metody
Newtona dla jednego rownania, mozemy otrzymac iteracyjng me-
tode numerycznego rozwigzywania uktadow nieliniowych. Wy-
prowadzenie tej metody pokazemy na przyktadzie uktadu dwoch
rownan z dwiema niewiadomymi

f1(x1,22) =0,
fo(x1, ) = 0.

Pomyst polega na lineryzacji tych rownan, (tzn. zastosowaniu
wzoru Taylora, przy uzyciu tylko liniowych cztondw rozwiniecia)
a nastepnie rozwigzaniu uktadu w celu obliczenia poprawek.
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Jezeli (x1,xzo) jest przyblizonym rozwigzaniem ukfadu,

to (1 + h1,zo + ho), gdzie hi,ho s3 obliczonymi poprawkami,
powinno byC jeszcze lepszym przyblizeniem. Ze wzoru Taylora
dostajemy

0= fl(aj‘l + hi1,xo + h2) ~ fl(xlaxQ) + hlg—:{:i + hQ%’
0= fz(xl + h1,x0 + h2) ~ f2($1,332> + hlg—:ﬁ + h2§—£§°

Pochodne czgstkowe wystepujace w tym uktadzie sg obliczane
w punkcie (x1,z5).
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Otrzymujemy stad uktad

{hlaﬂ + Qgg = —f1(z1,72),

h13f2+ zgg —fo(z1,72),

ktory jest liniowy wzgledem hq i ho. Mozemy zapisaC go w po-
staci macierzowej

{ gfi gfé ] [ h1 ] _ [ f1(z1,22) ]
Ofr 9Of> ho | '

g2 G2 fo(x1,z2)

Macierzg gtdwng tego uktadu jest jacobian

gh gf1
— X €T
J=1 05 af |-

or1 Oxo
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Mozemy wiec zapisac

7 [ hi | _ [ fi(z1,22) ] |

ho | fo(x1,x2)

Jezeli macierz J jest nieosobliwa, to rozwigzanie uktadu istnieje

| jest postaci
[ hi ] _ g1 [ f1(z1,z2) ]
ho fo(zy,z2) |
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Metoda Newtona dla uktfadu dwdch rownan nieliniowych startuje
od pierwszego przyblizenia rozwigzania (:ngo),a:go)) | W pierwszym
kroku prowadzi do

(1) (0) h(O)
%1) Loy 30)
Lo
W 0gdlnym przypadku dostajemy

SRz ARE]

%n+1>
| = e .

gdzie
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Kryterium stopu

Obliczenia konczymy kiedy najwieksza z roznic miedzy kolejnymi
iteracjami, dla kazdej sktadowej, bedzie odpowiednio ma+ta, np.
dla powyzszego uktadu moze to bycC

(n) (n—1) —12
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Cwiczenie 4. Rozwigza¢ metoda Newtona uktad rownan
2x1 — xo + %e_xl =1
—x1 + 223 + ge "2 =0,

rozpoczynajac od punktu (1,1), z doktadnoscia do 10—12.
Cwiczenie 5. Rozwigza¢ metoda Newtona uktad rownan
(xy =2241

ryz + y2 = a2 4+ 2

et +z=¢eY+ 3,

dla punktu poczatkowego (1,1,1), z doktadnoscia do 1019,

7\
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